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АПОСТЕРИОРНЫЙ ВЫБОР ЧИСЛА ИТЕРАЦИЙ 
В НЕЯВНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ПРИБЛИЖЁННО ЗАДАННЫМ ОПЕРАТОРОМ
Во введении указан объект исследования – операторные уравнения I рода в гильбертовом пространстве. Предметом исследования является неявный итерационный метод решения некорректных задач, описываемых оператор​ными уравнениями I рода. Целью cтатьи является изучение свойств неявного итерационного метода решения операторных уравнений I рода, заданных в гильбертовом пространстве, с неотрицательным ограниченным самосопряженным и несамосопряженным операторами, в предположении, что погрешности имеются не только в правой части уравнения, но и в операторе. В основной части изучается применение итерационного метода для решения некорректной задачи с самосопряженным оператором, а затем в случае несамосопряженного оператора. Доказана сходимость метода с апостериорным выбором числа итераций в исходной норме гильбертова пространства в случае самосопряженного оператора, в предположении, что погрешности имеются не только в правой части уравнения, но и в операторе. Получены оценка погрешности метода и оценка для апостериорного момента останова. Доказана сходимость метода с апостериорным выбором числа итераций в исходной норме гильбертова пространства в случае несамосопряженного приближенного оператора. Получены оценка погрешности метода и оценка для апостериорного момента останова. Полученные результаты могут быть использо​ваны в теоретических исследованиях при решении операторных уравнений I рода, а также при решении прикладных некорректных задач, которые встречаются в динамике и кинетике, математиче​ской экономике, геофизике, спектроскопии, системах полной автоматической обработки и интерпретации экспериментов, диагностике плазмы, сейсмике, медицине.

 Ключевые слова: неявный итерационный метод, некорректная задача, гильбертово пространство, операторное уравнение I рода, самосопряженный и несамосопряженный приближенный оператор, правило останова по невязке.
Введение. В статье предлагается итерационный метод неявного типа решения некорректно поставленных задач, описываемых операторными уравнениями первого рода. Метод представляет собой семейство итерационных схем, зависящих от параметра k.

Сравнение предлагаемого неявного метода с хорошо известным явным методом итераций 
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 [1–8] показывает, что порядки их оптимальных оценок совпадают. Достоинство явных методов в том, что явные методы не требуют обращения оператора, а требуют только вычисления значений оператора на последовательных приближениях. В этом смысле явный метод из [1–8] предпочтительнее предлагаемого неявного метода. Однако предложенный неявный метод обладает следующим важным достоинством. В явном методе из [1–8] на шаг 
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 накладывается ограничение сверху – неравенство 
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, что может на практике привести к необходимости большого числа итераций. В рассматриваемом неявном методе никаких ограничений сверху на 
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 нет. В связи с чем, оптимальную оценку для рассматриваемого неявного метода можно получить уже на первых шагах итераций. 

Случай приближенной правой части уравнения и точного оператора для рассматриваемого метода изучен в работе [9]. Там исследован априорный и апостериорный выбор параметра регуляризации, изучен случай неединственного решения задачи, доказана сходимость метода в энергетической норме. 
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В данной статье продолжено изучение предложенного метода. Доказана его сходимость в случае апостериорного выбора числа итераций, получены оценка погрешности метода и оценка для апостериорного момента останова, в предположении, что оператор задан приближённо.

Основная часть.

10. Постановка задачи. Пусть
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и F  – гильбертовы пространства, A
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L (H, F), т. е.  А – линейный оператор, действующий из H в F. Решается уравнение
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Предполагается, что нуль принадлежит спектру оператора А, но не является его собственным значением. Задача отыскания элемента 
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 является некорректной, так как сколь угодно малые возмущения в правой части y могут вызывать большие возмущения решения.


Предположим, что точное решение 
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 уравнения (1) существует и является единственным. Будем искать его с помощью итерационного метода
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где 
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– тождественный оператор, 
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итерационный шаг. Считаем, что оператор А  и правая часть y уравнения (1) заданы приближенно, т. е. вместо y известно приближение 
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 известен оператор 
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Докажем сходимость метода (3) в случае апостериорного выбора параметра регуляризации для решения уравнения 
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 и правая часть уравнения заданы приближённо: 
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. Считаем, что нуль не является собственным значением оператора 
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, но принадлежит его спектру.
20.  Правило останова по невязке. Зададим уровень останова 
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 и определим момент 
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 останова итерационного процесса (3) условием
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Предположим, что при начальном приближении 
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 невязка достаточно велика, больше уровня останова 
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. Покажем возможность применения правила (4) к методу (3).

30. Случай самосопряженной задачи. Пусть 
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. Итерационный метод (3) запишем в виде
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где 
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получены условия для функций 
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(здесь 
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Справедлива
Лемма 1. Пусть 
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Доказательство. Воспользуемся теоремой Банаха-Штейнгауза [10, с. 151], по которой сходимость 
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 имеет место тогда и только тогда, когда эта сходимость имеет место на некотором плотном в 
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 и по условию (6) нормы 
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Для элементов вида 
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 плотное подмножество, в силу (6) имеем 
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По теореме Банаха-Штейнгауза 
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 Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть 
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(6) и (8). Если для некоторых 
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Доказательство. В силу неравенства (7) последовательность 
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 Поэтому в гильбертовом пространстве из этой последовательности можно извлечь слабо сходящуюся подпоследовательность 
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 Но так как нуль не является собственным значением оператора 
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 так как 
[image: image100.wmf],

0

®

w

p

 
[image: image101.wmf](

)

.

1

1

k

k

p

n

n

n

A

g

p

p

g

£

g

£

h

 Итак, любая слабо сходящаяся подпоследовательность ограниченной последовательности 
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Используем доказанные леммы при доказательстве следующих теорем.

Теорема 1. Пусть 
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Теорема 2 доказана.

Замечание 1. Порядок оценки (18) есть 
[image: image195.wmf](

)

(

)

)

1

/(

+

h

+

d

s

s

O

 и, как следует из [2], он оптимален в классе задач с истокопредставимыми решениями.

Замечание 2. Хотя формулировка теоремы 2 даётся с указанием степени истокопредставимости 
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 и истокопредставляющего элемента 
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, на практике их значение не потребуются, так как они не содержатся в правиле останова (4).

40.  Случай несамосопряжённой задачи. В случае несамосопряжённой задачи итерационный метод (3) примет вид
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Покажем, что метод (19) с правилом останова (4) сходится и получим оценку для момента останова и оценку погрешности метода (19). Справедлива
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Доказательство. Ограничимся доказательством случая 
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 Воспользуемся теоремой Банаха-Штейнгауза [10, с. 151]. По условию (6) нормы операторов ограничены в совокупности [2, с. 109]
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Для элементов вида 
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 (см. лемму 3.1 [2, с. 34]). По теореме Банаха – Штейнгауза 
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 Лемма 3 доказана.
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Доказательство. Ограничимся доказательством случая 
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Итак, любая слабо сходящаяся подпоследовательность ограниченной последовательности 
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Лемма 4 доказана.

Справедлива
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Доказательство. Из (19) имеем 
[image: image254.wmf](

)

d

h

h

h

h

d

=

y

A

A

A

g

x

n

n

*

*

)

,

(

. Тогда 

[image: image255.wmf](

)

(

)

+

-

=

-

+

+

-

=

-

=

-

h

d

h

h

h

h

h

d

h

h

h

h

d

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

)

,

(

x

K

x

y

A

A

A

g

x

K

x

K

x

y

A

A

A

g

x

x

n

n

n

n

n

n



[image: image256.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

+

-

-

+

-

=

+

-

-

+

d

h

h

h

h

h

h

h

h

d

h

h

h

h

h

h

h

y

A

A

A

g

x

x

A

A

g

A

A

x

x

K

y

A

A

A

g

x

x

A

A

g

A

A

E

n

n

n

n

n

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*



[image: image257.wmf](

)

(

)

*

*

*

*

x

A

y

A

A

A

g

x

K

n

n

h

d

h

h

h

h

-

+

-

=

.
Следовательно,
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Отсюда 
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Следовательно,
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 (см. лемму 3.1 [2, c. 34]). Итак,
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Покажем, что 
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 Теорема 3 доказана.
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Если 
[image: image303.wmf](

)

,

,

,

0

,

2

/

1

*

*

A

A

A

z

s

z

A

x

s

=

r

£

>

=

 то справедливы оценки

[image: image304.wmf](

)

;

1

2

1

1

)

1

/(

)

2

(

2

/

1

*

+

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

hr

g

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

h

+

d

-

r

a

+

+

£

s

k

s

c

x

b

e

k

s

m



[image: image305.wmf](

)

+

r

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

h

+

d

+

+

hr

g

+

h

h

+

£

-

+

+

h

d

)

1

/(

1

)

1

/(

*

2

/

1

)

,

1

min(

*

)

,

(

)

1

(

ln

1

s

s

s

s

s

s

m

x

b

c

c

x

x



[image: image306.wmf].

)

1

(

2

1

1

2

*

)

2

/(

1

)

1

/(

)

2

(

2

/

1

*

)

2

(

1

2

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

h

+

d

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

hr

g

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

h

+

d

-

r

a

+

+

a

+

+

x

c

x

b

e

k

s

k

k

s

k

s

k

        (27)
Доказательство. Пусть 
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Сопоставляя это с (26), получим  
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Величина 
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В итоге получим оценку
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Теорема 4 доказана.
Замечание 3. Порядок оценки (27) есть 
[image: image333.wmf](
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 и, как следует из [2], он оптимален в классе задач с истокопредставимыми решениями.

Замечание 4. Знание порядка 
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 и истокопредставляющего элемента z, используемое в 
теореме 4, на практике не потребуется. При останове по невязке автоматически делается нужное число итераций для получения оптимального по порядку решения.
Заключение. В работе изучены некоторые свойства предложенного неявного итерационного метода решения некорректных задач: доказана сходимость метода с апостериорным выбором числа итераций в исходной норме гильбертова пространства в случае самосопряженного и несамосопряженного приближенного оператора, получены оценка погрешности метода и оценка для апостериорного момента останова.
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Matysik O.V.

Aposteriori choice of the number of iterations in the implicit method for solving linear equations with approximately specified operator
In the introduction an object of study is given – an operator equations of type I in Hilbert space. The subject of study is implicit iteration method of solving incorrect problems described by operator equations of type I. The article is aimed at research properties of  implicit iteration method of solving operator equations of type I, specified in Hilbert space, with non negative limited self–adjoined and non self–adjoined operators supposing that not only the right part of the equation but the operator as well have errors. In the main part is the application of  iteration method for solving incorrect problem with self–adjoined operator and then in case of non self–adjoined operator is studied. The convergence of the method is proved in case of an apostetiori choice of number of iterations in ussual norm of Hilbert space in case of self–adjoined operator, supposing that not only the right part of the equation but the operator as well have errors. Obtain an estimate of the error of the estimate for the apostetiori moment stop.  The convergence of the method is proved in case of an apostetiori choice of number of iterations in ussual norm of Hilbert space in case non self–adjoined approximately operator,  supposing that not only the right part of the equation but the operator as well have errors. Obtain an estimate of the error of the estimate for the aposteriori moment stop. The received results can be used in theoretical research in solving operator equations of type I as well as in solving applied incorrect problems which occur in dynamics and kinetics, mathematical economics, geophysics, spectroscopy, systems of complete automatic processing and interpretation of experiments, and diagnostics of plasma, seismic, medicine.

Key words: implicit iteration method, incorrect problem, Hilbert space, first–kind operator equation, 
self–conjugated and non self–conjugated approximately operator, the rule to stop the discrepancy.
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