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ИТЕРАТИВНЫЙ МЕТОД ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ 

ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С ДРОБНОЙ 

ПРОИЗВОДНОЙ КАПУТО 
 

Разработан алгоритм приближенного решения задачи Коши для нелинейного дифференциально-

го уравнения с дробной производной Капуто порядка 1 , основанный на применении модифициро-

ванного апроксимационно-итеративного метода В.К. Дзядыка, и позволяющий без применения операции 

интегрирования получить почти такие же результаты, какие дает метод последовательных приближений. 

С использованием свойств дробных интегралов и производных Римана–Лиувилля в пространстве непре-

рывных функций получена оценка точного и приближенного решений рассматриваемой задачи.  

 

Пусть gIa

  и yDa


  - дробные интегралы и производные Римана–Лиувилля ком-

плексного порядка C  )0)(Re(   на конечном отрезке ],[ ba  действительной оси: 
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( )][Re(  - целая часть )Re( ) [1, §2.2, 2.4]. Обозначим через yDa
c 

  модифицирован-

ную дробную производную, определяемую формулой 
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1)][Re(  n  при },2,1{ N , n  при N . 

Если 0 , nn  1  )( Nn  и ],[)( baCxy n  – функция, n раз непрерывно 

дифференцируемая на ],[ ba , то при N  производная yDa
c 

  совпадает с обычной 

производной: 
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cD  представляется в виде композиции оператора дроб-

ного интегрирования 
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n
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Конструкция (4) введена итальянским механиком Капуто [2] в связи с решением 

задач вискоэластичности ([2]–[3]), и поэтому выражения (3) и (4) называют дробными 

производными Капуто порядка C . 

Краевые задачи для так называемых дифференциальных уравнений дробного 

порядка, в которых неизвестная функция входит под знаком дробной производной, 

изучались многими авторами; см. исторические сведения и обзор методов и результа-

тов в [1, §§ 42–43] и обзорной статье [4]. Интерес к таким проблемам вызван их прило-

жениями в задачах физики, механики и других прикладных наук ([5]–[6]). 

Настоящая работа посвящена приближенному решению задачи Коши для нели-

нейного дифференциального уравнения с дробной производной Капуто порядка 1 : 
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где 1][  n  при N , n  при N , посредством приближенного решения рав-

носильного ей [7] интегрального уравнения Вольтерра 
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Положив 
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и используя метод последовательных приближений, можно показать, что если функция 

RRbayxf ],[:],[  удовлетворяет условию липшицевости относительно второй пе-

ременной 

 11,[],[ yyLyxfyxf  , (8) 

а также условиям 
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то каждая из функций )(xym  ),1,0( m , определяемая равенством (7), приближает 

решение )(xy  задачи Коши (5) так, что имеет место неравенство 
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Неравенство (10) показывает, что функции )(xym  достаточно быстро сходятся к 

искомому решению )(xy  задачи Коши (5). Вместе с тем, из-за содержащейся в процес-

се вычисления функций )(xym  операции интегрирования итеративный процесс (7) на 

практике, как правило, очень трудно использовать для эффективного построения функ-

ций )(xym . В настоящей работе будет изложен алгоритм, построенный на основании 

апроксимационно-итеративного метода В.К. Дзядыка [8, с. 98–120], который позволит, 

в частности без применения операции интегрирования, получить почти такие же ре-

зультаты, какие дает метод последовательных приближений. 

Представим уравнение (6) в виде 
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Далее будем использовать стандартные интерполяционные многочлены Лагран-

жа );( xfLn , полученные в результате отображения с отрезка ]1,1[  на отрезок [a,b] 

стандартного интерполяционного многочлена );( xfLn
 , построенного по узлам 
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[9, ст. 399]. Это отображение осуществляется формулой 
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и поэтому );( xfLn  – интерполяционный многочлен, построенный по узлам 
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Известно, что имеет место соотношение [8, с. 111] 
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где )(1 xUl  – полином Чебышева 2-го рода степени 1l  [8, (I.1.27)], то фундаменталь-

ные многочлены )(
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где 
2
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0  l  и 1j  для любого 1.,2,1  lj   и )(vT  – полином Чебышева перво-

го рода. 

Отправляясь от этих фундаментальных многочленов, построим при фиксиро-

ванных натуральных l и m, матрицу чисел 
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явные выражения для которых будут получены ниже. 

Обозначим через А интегральный оператор в правой части уравнения (11): 
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Построим при помощи итерационного процесса по v функции )(~ xyv  вида 
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Лемма 1. Функции )(~ xyv  являются алгебраическими многочленами вида 
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Доказательство. При 0  утверждение леммы вытекает из (17) и (13). 

Осуществляя замену 
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Лемма доказана. 

Следующее утверждение устанавливает явный вид чисел 
),( ml

ija . 

Лемма 2. Пусть Nml , , li ,,0  , mj ,,0  . Тогда 
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Доказательство. Учитывая (18) и тот факт, что при каждом ,3,2  имеет ме-

сто равенство [8, с. 105] 
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 


m

v
v

vv

l

iv

v

l

iv

m

vj

2
2 1

2

1

)1(
cos

1

)1(
cos

cos




 . 

Лемма доказана. 

Обозначим через ],[ baCWW rr    1r  класс функций )(xF , заданных на ко-

нечном отрезке ],[ ba  действительной оси R и представимых интегралом 

  






x

a bxa

r thdtthtx
r

xF )(max,)()(
)(

1
)( 1 . (20) 

Оценим модуль непрерывности функции rWxF )( . 
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 





  









a

a

x

a
rr tx

dtth

tx

dtth

r
xFxF

11 )(

)(

)(

)(

)(

1
)()(  

 
















 







x

x

r
x

a

rrC dttxdttxtx
r

th
111 )()()(

)(

)(
 

  1)(
)(




 rab
r




. (21) 

В силу неравенства Лебега для интерполяционных операторов, прямой теоремы 

Джексона для алгебраических многочленов [10], с учетом неравенства (21), получим: 

 
 

,
)1(2

1
)1)((

)(ln
);()(sup

1



















rr

m
WF mmr

abm
xFLxF

r


 (22) 

где );( xFLm  – интерполяционный полином Лагранжа функции )(xF , построенный по 

узлам (12). 

Для 1 , 1r  и Nml ,  обозначим: 

 ),,(1ln
2

),( rmSllSlm 










  (23) 

 
 

1

)1(2
1

1

ln
),(




















r

mm

mr
rmS


. (24) 

Теорема. Пусть 1 ,  HyRyKH  ,   0H , функция 

RKbaytf H ],[:],[  удовлетворяет условиям (8), (9) и такая, что при любых фикси-

рованных ],[ bax , HKy  и некоторых 1r , 0  

 ],[)](,[ 1 baCWtxytf r  . (25) 

Пусть 

 ,1
)1(

)(









abL
q  (26) 

где L определяется условием (8), и для некоторого 0  

 H
r

ababM r





















 

)1()(

)(
),1(

)1(

)(
max

1










, (27) 

где M определяется условием (9). 

Последовательность многочленов )(~ xyv , определяемых условием (18), прибли-
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жает решение )(xy  задачи Коши (5) таким образом, что при всех натуральных l и m, 

таких, что  mn , выполняется неравенство: 

 ,
1

)1(
)(~)(

q

qq
Dxyxy lm

C 









 

где 

 .
)1()(

)(
;

)1(

)(
max

1
























r

ababM
D

r









 

Доказательство. Пусть  HxybaCxybaC
CH  )(],,[)(],[ . В силу (15) и (16) 

для любой функции ],[)( baCxy H , имеем: 

  



x

a

dttxKtytfxyAxAy ),()](,[
)(

1
))(

~
())((


 

      


   
 

l

i

t

a

m

j

l
i

m
j

m
j

l
i

m
j

m
j

l
i

xldttlttKtytf
0 0

)()()()()()(

)(

)()(,,
)(

1


 

   





   


x

a

l

i

t

a

l
i

l
i

l
i

xldtttKtytfdttxKtytf
0

)(

)(

)(,)](,[
)(

1
),()](,[

)(

1


 

   






l

i

t

a

l
i

l
i

l
i

xldtttKtytf
0

)()(

)(

)(,)](,[
)(

1


 

      .)()(,,
)(

1
21

0 0

)()()()()()(

)(

IIxldttlttKtytf
l

i

t

a

m

j

l
i

m
j

m
j

l
i

m
j

m
j

l
i




   
 

 (28) 

Обозначим через );( xFLl  интерполяционный многочлен Лагранжа, построен-

ный по узлам (12), функции )(xF , определяемой равенством 

  


x

a

dt
tx

tytf
xF .

)(

)](,[

)(

1
)(

1 
 

Используя обозначение (24) и неравенство (22), имеем: 

 ),(
)1(

)(
),()(1 





lS
abM

xFLxFI l



 . (29) 

Далее, используя (25), (22) и (24), находим: 
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   






),(,)](,[max

)(

)( )(

,0
2 tKfLttKtytfL

ab
I m

l
i

btali
Cl


 

 ),(1ln
2

)1()(

)(
),(

)1(

)(

)(

)( 1

rmSl
r

ab
rmS

r

abLab rr
Cl
































. (30) 

Подставляя (29) и (30) в (28), получаем: 

     ).,(1ln
2

)1()(

)(
),(

)1(

)(
)(

~
)(

1

rmSl
r

ab
lS

abM
xyAxAy

r

C































 (31) 

Докажем, что A – сжимающий оператор. В силу свойств дробных интегралов 

Римана–Лиувилля имеем: 

    
C

x

a
C

xyxy
abL

dt
tx

tytftytf
tAytAy )()(

)1(

)(

)(

)](,[)](,[

)(

1
)()( 211

21
21 











   




. 

С учетом (26) заключаем, что A – сжимающий оператор. 

Из (31) следует оценка 

 ),(1ln
2

)1()(

)(
),(

)1(

)(~
sup

1

],[

rmSl
r

ab
lS

abM
yAAy

r

C
baCy H























 









. (32) 

Используя (9) и (31), для любой ],[)( baCxy H  имеем: 

 








 ),(

)1(

)(

)1(

)(~~






lS
abMabM

AyyAAyyA
CCC

 

 )1(),(1ln
2

)1()(

)( 1

lm

r

DrmSl
r

ab























. 

Отсюда в силу предположения (27) при всех l и m, удовлетворяющих условию 

 lm , получим неравенство HDyA
C

 )1(
~

 , т.е.   ],[],[
~

baCbaCA HH  . Поэто-

му, с учетом [8, с. 113], (26) и (32) получаем: 

 
q

q
Dyy lmC 




1

1~


  . (33) 

Применяя (10) и (33), получим: 

 
q

qq
D

q

q
D

q

Mqab
yyyyyy lm

lmCCC 














1

)1(

1

1

1)1(

)(~~








. 

Теорема доказана. 
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Пример. Рассмотрим задачу Коши для нелинейного дифференциального урав-

нения с дробной производной Капуто 

 .0)0(")0(')0(,
16

105
)()( 722

5

0 
















 yyyxxxyxyDc 
 (34) 

В результате применения рассмотренного выше итеративного метода получен 

полином, приближающий решение 7)( xxy   задачи типа Коши (34): 

 4328
4 11891,40691963,0000112757,01090217,8)( xxxxxy   . 

В табл. 1 приведены значения точного и приближенного решения, а также моду-

ли их разностей. 

  Таблица 1 

Сравнение точного и приближѐнного решений 
x  0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 

)(xy  3,5777710
-9 

4,0477210
-9 

1,6731310
-8 

4,5794710
-8 

110
-7 

)(4 xy  3,4648910
-9 

4,0349810
-9 

1,6759410
-8 

4,5795310
-8 

110
-7 

)()( 4 xyxy   1,1281610
-11

 1,2732310
-11 

2,8109410
-11 

6,3860210
-13 

3,6285710
-14 
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