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Ïðåäèñëîâèå

Ñðåäè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ âûäåëÿåòñÿ áîëüøîé êëàññ çàäà÷, ðåøå-
íèå êîòîðûõ íåóñòîé÷èâû ê ìàëûì èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ. Çà-
äà÷è ïîäîáíîãî òèïà, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿþòñÿ ïëîõî ïîñòàâëåííûìè. Îíè
ïðèíàäëåæàò ê êëàññó íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Äîëãîå âðå-
ìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî íåêîððåêòíûå çàäà÷è íå ìîãóò èìåòü ïðàêòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó èõ èññëåäîâàíèå è ÷èñëåííîå ðåøåíèå áåññìûñëåííû.
Îäíàêî ïîòðåáíîñòè ïðàêòèêè ïðèâåëè ê íàñòîé÷èâîé íåîáõîäèìîñòè
ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, è, çíà÷èò, ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ è èõ èçó÷åíèÿ. Îñíîâíàÿ öåëü ÓÌÊ ¾Ìå-
òîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷¿ � ïîäãîòîâèòü ñòóäåíòîâ ê ðàçðà-
áîòêå è ïðèìåíåíèþ ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ýëåêòðîííûé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ, ñîçäàííûé äëÿ ïîääåðæ-
êè äèñöèïëèíû ñïåöèàëèçàöèè ¾Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷¿,
ñîäåðæèò ïðèìåðíûé òåìàòè÷åñêèé ïëàí, êóðñ ëåêöèé, èíäèâèäóàëüíûå
âàðèàíòû çàäàíèé äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ è ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò.
Íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåðîâ ïîìîæåò ñòóäåíòàì êà÷åñòâåí-
íî ñàìîñòîÿòåëüíî ïîäãîòîâèòüñÿ ê âûïîëíåíèþ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò è
ê çà÷åòó.

ÓÌÊ àäðåñóåòñÿ ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà 4 êóðñà ñïå-
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öèàëüíîñòè ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿ è ìàãèñòðàíòàì ñïåöèàëüíîñòè
¾Ìàòåìàòèêà¿.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáðàçîâàòåëüíûì ñòàíäàðòîì ó÷åáíàÿ ïðîãðàììà
ïðåäóñìàòðèâàåò äëÿ èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû 102 àóäèòîðíûõ ÷àñà: 56 ÷à-
ñîâ ëåêöèé, 26 ÷àñîâ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé è 20 ÷àñîâ ëàáîðàòîðíûõ
çàíÿòèé.

Àâòîðû
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ÏÐÈÌÅÐÍÛÉ ÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏËÀÍ

äëÿ ñïåöèàëüíîñòè 1�31 03 03�01 Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà
(íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííàÿ äåÿòåëüíîñòü)

�
Íàçâàíèå òåìû

Êîëè÷åñòâî ÷àñîâ
ï/ï Âñåãî Ëåêöèé Ïðàêò. Ëàá.

1
Äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ïî

ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó
8 6 2

2
Ïîíÿòèå íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí-

íûõ çàäà÷.
4 2 2

3
Ìåòîä îáîáù¼ííîãî ñóììèðîâà-

íèÿ ðÿäîâ.
4 2 2

4
Ìåòîäû èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîð-

ðåêòíûõ çàäà÷.
34 22 12

5

Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì

ïðèáëèæåíèÿì â ìåòîäå èòåðàöèé

ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷.

14 6 2 6

6

Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå â

ìåòîäå èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîð-

ðåêòíûõ çàäà÷.

14 6 2 6

7
Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè. Ìåòîä

íåâÿçêè.
12 6 2 4

8 Ìåòîä ïîäáîðà. Êâàçèðåøåíèÿ. 12 6 2 4

Âñåãî ÷àñîâ 102 56 26 20
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ Ó×ÅÁÍÎÃÎ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ

Òåìà 1. Äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíà-
ëèçó

Îïðåäåëåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ñõîäèìîñòü â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ìåòðèêè ïðîñòðàí-
ñòâà Rn. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, íîðìèðîâàííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð â áàíàõîâûõ è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íîðìà
îïåðàòîðà. Ïîíÿòèå ñîïðÿæ¼ííîãî è ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðîâ. Èí-
òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà.

Òåìà 2. Ïîíÿòèå íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Ïðèìåðû
íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷

Îïðåäåëåíèå êîððåêòíîñòè çàäà÷è ïî Àäàìàðó è ïî Òèõîíîâó. Ïðè-
ìåðû íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷: çàäà÷à ñïåêòðîñêîïèè, îáðàòíàÿ
çàäà÷à ãðàâèìåòðèè, îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà, çàäà÷à àíàëè-
òè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè, èçâåñòíîé íà ÷àñòè îáëàñòè, íà âñþ
îáëàñòü, çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, çàäà÷à äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ôóíêöèè, èçâåñòíîé ïðèáëèæ¼ííî; ; ÷èñëåííîå ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ
Ôóðüå, êîãäà êîýôôèöèåíòû èçâåñòíû ïðèáëèæåííî â ìåòðèêå l2.

Òåìà 3. Ìåòîä îáîáù¼ííîãî ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ
Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà îáîáù¼ííîãî ñóììèðîâàíèÿ ðÿ-

äîâ, ïîëó÷åíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòè ïðè òî÷íîé è ïðèáëèæ¼ííîé ïðàâûõ
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÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ. Îïòèìèçàöèÿ ïîëó÷åííîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Ïðè-
ìåð êîíêðåòíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ê ðåøåíèþ íåêîððåêòíîé çàäà÷è.

Òåìà 4. Ìåòîäû èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷
Ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ â ñëó÷àå òî÷íîé è ïðèáëèæ¼ííîé ÷àñòè óðàâíå-

íèÿ. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè è å¼ îïòèìèçàöèÿ, ïîãðåøíîñòü â ñ÷¼òå. Ñëó-
÷àé íååäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Ñëó÷àé îïåðàòîðà, çàäàííîãî ïðèáëèæ¼í-
íî. Ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ è àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ýíåðãåòè÷å-
ñêîé íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
ìåòîäàìè èòåðàöèé. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè ïîòåíöèàëà ìåòî-
äàìè èòåðàöèé.

Òåìà 5. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì â ìå-
òîäå èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷

Îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì
ïðèáëèæåíèÿì äëÿ ìåòîäîâ èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Äî-
êàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà èòåðàöèé ñ ïðàâèëîì îñòàíîâà ïî ñîñåä-
íèì ïðèáëèæåíèÿì. Ïîëó÷åíèå îöåíêè äëÿ ìîìåíòà îñòàíîâà è îöåíêè
ïîãðåøíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Òåìà 6. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå â ìåòîäå èòåðàöèé ðå-
øåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷

Îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà îñòàíîâà ïî íåâÿçêå
äëÿ ìåòîäà èòåðàöèé ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà ñ ïðàâèëîì îñòàíîâà ïî íåâÿçêå. Ïîëó÷åíèå îöåíêè äëÿ
ìîìåíòà îñòàíîâà è îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Ðåøåíèå ìåòîäîì èòåðàöèé îá-
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ðàòíîé çàäà÷è òåîðèè ïîòåíöèàëà ñ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà îñòàíîâà ïî
íåâÿçêå.
Òåìà 7. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè. Ìåòîä íåâÿçêè
Ïîíÿòèå ðåãóëÿðèçóþùåãî îïåðàòîðà è ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿ-

ðèçóþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðèçóþùèõ îïåðàòîðîâ ñ ïîìî-
ùüþ ìèíèìèçàöèè ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà
ðåãóëÿðèçàöèè ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà. Ïðè-
ìåðû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè. Ìåòîä íåâÿçêè.
Òåìà 8. Ìåòîä ïîäáîðà. Êâàçèðåøåíèÿ
Ìåòîä ïîäáîðà ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Êâàçèðå-

øåíèÿ. Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîñòè êâàçèðåøåíèÿ íà
êîìïàêòå. Ïðèáëèæ¼ííîå íàõîæäåíèå êâàçèðåøåíèé. Ðåøåíèå ìîäåëü-
íûõ çàäà÷.
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1 ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß ÏÎ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÌÓ ÀÍÀËÈÇÓ

1.1. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìíîæåñòâî X ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðî-
äû íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè êàæäîé ïàðå ýëå-
ìåíòîâ x, y èç X ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî ρ(x, y), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
ðàññòîÿíèåì ìåæäó x è y è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ρ(x, y) > 0 è ρ(x, y) = 0⇔ x = y;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x);

3) ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y).

Óñëîâèÿ 1)�3) íàçûâàþò àêñèîìàìè ìåòðèêè. Àêñèîìà 1) íàçûâàåòñÿ
àêñèîìîé ðàçëè÷åíèÿ, 2) � àêñèîìà ñèììåòðèè, 3) � àêñèîìà òðåóãîëü-
íèêà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn ∈ X, (n = 1, 2, . . .)
ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x∗ ∈ X, åñëè ρ(xn, x

∗) → 0, (n → ∞). Ýòî çàïèñû-
âàåòñÿ xn → x∗, ëèáî lim

n→∞
xn = x∗.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Åñëè xn → x∗, yn → y∗ ïðè n→∞, òî

ρ(xn, yn)→ ρ(x∗, y∗).
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå àêñèîìû òðåóãîëüíèêà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

ρ(xn, yn) 6 ρ(xn, x
∗) + ρ(x∗, yn) 6 ρ(xn, x

∗) + ρ(x∗, y∗) + ρ(y∗, yn).

Îòñþäà ïîëó÷èì

ρ(xn, yn)− ρ(x∗, y∗) 6 ρ(xn, x
∗) + ρ(y∗, yn).

Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïàðû ýëåìåíòîâ (xn, yn) è (x∗, y∗), òî ïîëó÷èò-
ñÿ íåðàâåíñòâî ñ äðóãèì çíàêîì ëåâîé ÷àñòè è, ñòàëî áûòü,|ρ(x∗, y∗) −
−ρ(xn, yn)| 6 ρ(xn, x

∗) + ρ(y∗, yn). Ïîýòîìó èç òîãî, ÷òî ρ(xn, x
∗) → 0

è ρ(yn, y
∗) → 0 ñëåäóåò, ÷òî ρ(xn, yn) → ρ(x∗, y∗). Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-

ñòîÿíèå ρ(x, y) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ x è y.
Óòâåðæäåíèå 1.1 äîêàçàíî. �

Óòâåðæäåíèå 1.2. Åñëè xn → x∗, yn → y∗ ïðè n → ∞, òî x∗ =
= y∗, òî åñòü â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íå ìîæåò èìåòü äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäåëà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
0 = ρ(xn, yn) → ρ(x∗, y∗), ñëåäîâàòåëüíî, ρ(x∗, y∗) = 0 è ïî àêñèîìå

ðàçëè÷èÿ x∗ = y∗. Óòâåðæäåíèå 1.2 äîêàçàíî. �

Óòâåðæäåíèå 1.3. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ñõîäÿùà-
ÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Áîëüöàíî�Êîøè.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè xn → x∗, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n0, ÷òî

ïðè n > n0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ρ(xn, x
∗) < ε

2 . Âîçüì¼ì n > n0 è
m > n0. Òîãäà ρ(xn, xm) 6 ρ(xn, x

∗) + (x∗, xm) 6 ε
2 + ε

2 = ε. Óòâåðæäå-
íèå 1.3 äîêàçàíî. �

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñåãäà âåðíî, òàê êàê ìîæ-
íî óêàçàòü òàêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî èç âûïîëíåíèÿ
ïðèçíàêà Áîëüöàíî�Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn íå ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ýëåìåíòà x, ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå Áîëüöàíî�Êîøè, â X áóäåò ñóùåñòâîâàòü ïðåäåëüíûé
ýëåìåíò.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîå ïðîñòðàíñòâî Rn, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ óïîðÿäî÷åííûå ñîâîêóïíîñòè n äåéñòâèòåëüíûõ (êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë
x = (x1, x2, ..., xn).

Ðàññòîÿíèå â Rn ìîæíî îïèñàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåäåì
òðè íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå ìåòðèêè.

1. Êóáè÷åñêàÿ èëè m�ìåòðèêà:

ρ1(x, y) = ρm(x, y) = max
16i6n

|xi − yi|.
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2. Îêòàýäðè÷åñêàÿ èëè s�ìåòðèêà:

ρ2(x, y) = ρs(x, y) =
n∑
i=1

|xi − yi|.

3. Ñôåðè÷åñêàÿ èëè L�ìåòðèêà:

ρ3(x, y) = ρL(x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|2
)1

2
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ðàññòîÿíèé âûïîëíÿþòñÿ
àêñèîìû ìåòðèêè. Âî âñåõ óêàçàííûõ ìåòðèêàõ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ýëåìåíòîâ x(m) → x∗,m → ∞, ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè, ïî
êîîðäèíàòàì è â êàæäîé èç ìåòðèê èç Rn ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷å-
ñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

1.2. Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàä ïîëåì R, åñëè:

1) íà X çàäàíà êîìïîçèöèÿ ñëîæåíèÿ, ò.å. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X,
x+ y ∈ X;
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2) X � àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ;

3) îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà λ ∈ R íà ýëåìåíò èç X, òî åñòü
äëÿ ëþáûõ λ ∈ R è x ∈ X èìååì λx ∈ X;

4) (∀λ, µ ∈ R)(∀x ∈ X) λ(µx) = (λµ)x;

5) (∀λ, µ ∈ R)(∀x ∈ X) (λ+ µ)x = λx+ µx;

6) (∀x, y ∈ X)(∀λ ∈ R) λ(x+ y) = λx+ λy;

7) (∀x ∈ X) 1 · x = x.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íîðìè-
ðîâàííûì, åñëè ëþáîìó x ∈ X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ‖x‖,
íàçûâàåìîå íîðìîé x, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ‖x‖ > 0 è (‖x‖ = 0⇔ x = 0);

2) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖;

3) (∀λ ∈ R) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖.

Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî âñåãäà ìîæåò áûòü ìåòðèçî-
âàíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè x è y âçÿòü
íîðìó ðàçíîñòè x− y, ò. å.

p(x, y) = ‖x− y‖.
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Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïîëíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð 1.1. Ïðîñòðàíñòâî C[a,b]. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíê-
öèé x(t), íåïðåðûâíûõ íà êîíå÷íîì îòðåçêå [a, b]. Ïîä ñëîæåíèåì ýëå-
ìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ïîíèìàþò îáû÷íîå ñëîæåíèå ôóíêöèé è
ïîä óìíîæåíèåì ýëåìåíòà íà ÷èñëî � îáû÷íîå óìíîæåíèå ôóíêöèè
íà ÷èñëî. Ïîä íîðìîé ôóíêöèè ïîíèìàþò ìàêñèìóì åå àáñîëþòíîãî
çíà÷åíèÿ:

‖x(t)‖ = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

Ïðîñòðàíñòâî C[a,b] ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ ‖ íàçûâà-
åòñÿ (âåùåñòâåííûì) ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ
åãî ýëåìåíòîâ g è f , ïðèíàäëåæàùèõ H, îïðåäåëåíî âåùåñòâåííîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (f, g), îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè ñèììåòðè÷íîñòè
(f, g) = (g, f), àääèòèâíîñòè (αf1 + βf2, g) = α(f1, g) + β(f2, g), ãäå
α, β ∈ R, è òàêîå, ÷òî ‖g‖2 = (g, g).

Ïðèìåð 1.2. Ïðîñòðàíñòâî L2(0, 1) êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ôóíê-
öèé íà îòðåçêå (0, 1) � ãèëüáåðòîâî.

Íàðÿäó ñ îáû÷íîé (ïî íîðìå) ñõîäèìîñòüþ ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåìîé ñèëüíîé ñõîäèìîñòüþ, ðàññìàòðèâàþò òàêæå
ñëàáóþ ñõîäèìîñòü.
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Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ H íàçûâàåòñÿ
ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó x0 ∈ H, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ H èìååò
ìåñòî ñõîäèìîñòü (xn, y)→ (x0, y) ïðè n→∞.

Ïðè ýòîì, ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü âñåãäà âëå÷åò ñëàáóþ. Íî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, îáðàòíîå íåâåðíî.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: èç ñëàáîé
ñõîäèìîñòè xn− → x0, n→∞ è ñõîäèìîñòè íîðì ‖xn‖ → ‖x0‖ ñëåäóåò
ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ‖xn − x0‖ → 0, n→∞.

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íîðìà ýëåìåíòà ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ‖x‖ =

√
(x, x).

1.3. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ïóñòü X è Y � äâà ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà è A �
îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà X ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Y : y = Ax.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì íà ýëå-
ìåíòå x, åñëè èç ñõîäèìîñòè xn → x â X ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
Axn → Ax â Y .

Ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð A íåïðåðûâåí â X, åñëè A íåïðåðûâåí íà êàæ-
äîì ýëåìåíòå x ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì îïåðàòî-
ðîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X âûïîëíÿåòñÿ A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2.
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Ñâîéñòâà àääèòèâíîãî îïåðàòîðà.

1) A(0) = 0;

2) A(−x) = −Ax;

3) Àääèòèâíûé è íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, ò.å.
äëÿ (∀λ ∈ R) è (∀x ∈ X) âåðíî ðàâåíñòâî A(λx) = λAx

Îïðåäåëåíèå 1.10. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X âåðíî íåðàâåíñòâî
‖Ax‖ 6M · ‖x‖.
Îïðåäåëåíèå 1.11. Àääèòèâíûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì,

åñëè îí íåïðåðûâåí.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Íîðìîé îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå
÷èñëî M , äëÿ êîòîðîãî ‖Ax‖ 6 M · ‖x‖ ïðè ëþáûõ x ∈ X. Îáîçíà÷å-
íèå ‖A‖.
Îïðåäåëåíèå 1.13. Îïåðàòîð V , îïðåäåëåííûé â ïðîñòðàíñòâå Y

è èìåþùèé çíà÷åíèÿ â X íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì äëÿ îïåðàòîðà A è
îáîçíà÷àåòñÿ A−1, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) (∀x ∈ X) V Ax = x;

2) (∀y ∈ Y ) AV y = y.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îïåðàòîð A èìååò îáðàòíûé V = A−1, òî A îñó-
ùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå X íà Y .
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1.4. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Îïåðàòîð A∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê àä-
äèòèâíîìó íåïðåðûâíîìó îïåðàòîðó A ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H,
åñëè äëÿ âñåõ f, g ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (Af, g) = (f, A∗g).

Îïåðàòîð A∗ òàêæå êàê è A àääèòèâåí è íåïðåðûâåí. Íàïðèìåð, äëÿ
èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

1∫
0

A(t, s)x(s)ds = y(t) (1.1)

ñîïðÿæåííûì áóäåò òîò æå èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì A(s, t), îò-
ëè÷àþùèéñÿ îò èñõîäíîãî ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ àðãóìåíòîâ.

Ñâîéñòâà ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

1) (A+B)∗ = A∗ +B∗;

2) (A∗)∗ = A;

3) (λA)∗ = λA∗;

4) (AB)∗ = B∗A∗.
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Îïðåäåëåíèå 1.15. Åñëè A∗ = A, òî îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ñàìî-
ñîïðÿæåííûì.

Ïðèìåðîì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ìîæåò ñëóæèòü îïåðàòîð
(1.1) ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì A(s, t) = A(t, s).

Îïðåäåëåíèå 1.16. Åñëè äëÿ âñåõ f ∈ H ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(Af, f) > 0, òî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûì.

Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî àääèòèâíîãî îïåðàòîðà A îïåðàòîð A∗A
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è ïîëîæèòåëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Åñëè ñîîòíîøåíèå Ax = λx èìååò ìåñòî äëÿ
íåêîòîðûõ x 6= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòî-
ðà A, à x � ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû.

Îïðåäåëåíèå 1.18. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî λ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñïåêòðà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} òàêàÿ, ÷òî

‖xn‖ = 1, (n = 1, 2, . . .) è Axn − λxn → 0, n→∞.

Èíà÷å ãîâîðÿ, λ åñòü òî÷êà ñïåêòðà, åñëè

inf
‖x‖=1

‖Ax− λx‖ = 0.
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Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê ñïåêòðà íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà
A è îáîçíà÷àåòñÿ SA. ßñíî, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âõîäèò â ñïåêòð,
êîòîðûé, îäíàêî, ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1.19. ×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà A, åñëè îíî íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó ýòîãî îïåðàòîðà.

ÏóñòüH0 � ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâàH. Åñëè êàæ-
äîìó ýëåìåíòó x ∈ H îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ H0, òî òåì
ñàìûì â H îïðåäåëåí îïåðàòîð P = PH0

, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ èëè ïðîåêòîðîì (íà ïîäïðîñòðàíñòâî H0).

Ñâîéñòâà ïðîåêòîðîâ.

1) Äëÿ ëþáûõ x ∈ H, ýëåìåíòû Px è x− Px îðòîãîíàëüíû;

2) x ∈ H0 ýêâèâàëåíòíî Px = x;

3) x ⊥ H0 ýêâèâàëåíòíî Px = 0;

4) ‖P‖ = 1.

Ñ êàæäûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì A ìîæíî ñâÿçàòü ñåìåéñòâî
ïðîåêòîðîâ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
îïåðàòîðà.
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Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ+
λ (t) =

{
0, åñëè t 6 λ,

t− λ, åñëè t > λ.

Îáîçíà÷èì A+
λ = ϕ+

λ (A). Ïóñòü H+
λ � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåí-

òîâ x ∈ H, äëÿ êîòîðûõ A+
λ x = 0, òî åñòü H+

λ � ñîáñòâåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî îïåðàòîðà A+

λ , îòâå÷àþùåå íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
(λ = 0).

Îáîçíà÷èì, íàêîíåö, ÷åðåç Eλ � ïðîåêòîð, ïðîåêòèðóþùèé íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî H+

λ . Îêàçûâàåòñÿ, ñâîéñòâà ïðîåêòîðîâ Eλ òåñíî ñâÿçàíû
ñî ñïåêòðîì îïåðàòîðà A, âñëåäñòâèå ÷åãî ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ Eλ íà-
çûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà A.

Ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè.

Ïóñòü ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñ [m,M ]. Òîãäà

1) åñëè λ < m, òî Eλ = 0; åñëèλ > M , òî Eλ = E;

2) åñëè λ 6 µ, òî Eλ 6 Eµ;

3) ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, êàê ôóíêöèÿ îò λ, íåïðåðûâíà ñïðàâà â òîì
ñìûñëå, ÷òî Eλ = Eλ+0 = lim

µ→λ+0
Eµ íà H;
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4) ïðîåêòîð Eλ(−∞ < λ < +∞) ïåðåñòàíîâî÷åí ñ êàæäûì îïåðàòî-
ðîì, ïåðåñòàíîâî÷íûì ñ A.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè, ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðà-
òîð A ñî ñïåêòðîì SA = [m,M ] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A =

M∫
m

λdEλ, (1.2)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðà.

Åñëè λ ∈ (−∞,+∞), ò.å. îïåðàòîðA íåîãðàíè÷åííûé, òîA =
+∞∫
−∞

λdEλ.

Åñëè æå SA = [m,M ], òî ñïðàâåäëèâî:

Ax =

M∫
m

λdEλx, (Ax, y) =

M∫
m

λd(Eλx, y).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà (1.2) íåò íåîáõîäèìîñòè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ Eλ ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé ñàìîñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà: äîñòàòî÷íî, åñëè ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2).

Îïðåäåëåíèå 1.20. Ïóñòü ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ Eλ çàâèñèò îò
âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà λ, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
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1) Eλ 6 Eµ, åñëè λ 6 µ;

2) ñóùåñòâóþò ÷èñëà m èM òàêèå, ÷òî Eλ = 0 äëÿ λ < m è Eλ = E

äëÿ λ > M .

Òîãäà ñåìåéñòâî Eλ áóäåì íàçûâàòü ðàçëîæåíèåì åäèíèöû.
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2 ÏÎÍßÒÈÅ ÍÅÊÎÐÐÅÊÒÍÎ ÏÎÑÒÀÂËÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×.
ÏÐÈÌÅÐÛ

Ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ èëè ïðèêëàäíûõ çàäà÷
âåñüìà ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, êîððåêòíà ëè ðåøàåìàÿ çà-
äà÷à. Áîëüøèíñòâî íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê óðàâ-
íåíèþ I ðîäà, èìåþùåìó âèä:

Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y, (2.1)

â êîòîðîì ïî çàäàííîìó, íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîìó, îïåðàòîðó À, äåé-
ñòâóþùåìó èç ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y è ïî çàäàííîìó ýëå-
ìåíòó y ∈ Y òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå X.

Ïðîñòðàíñòâà X è Y áóäåì ñ÷èòàòü ìåòðè÷åñêèìè, à â îñîáî îãîâà-
ðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ, áàíàõîâûìè èëè äàæå ãèëüáåðòîâûìè.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ x = R(y) èç ïðî-
ñòðàíñòâà X ïî èñõîäíûì äàííûì y ∈ Y íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé íà
ïðîñòðàíñòâàõ X è Y , åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ìîæíî óêàçàòü
òàêîå ÷èñëî δ(ε) > 0 , ÷òî èç íåðàâåíñòâà ρY (y1, y2) 6 δ(ε) ñëåäóåò,
÷òî ρX(x1, x2) 6 ε, ãäå x1 = Ry1, x2 = Ry2, x1, x2 ∈ X, y1, y2 ∈ Y.

Ïî-äðóãîìó, åñëè áåñêîíå÷íî ìàëûì âàðèàöèÿì ïðàâîé ÷àñòè y ñîîò-
âåòñòâóþò áåñêîíå÷íî ìàëûå âàðèàöèè x. Ïîìèìî ýòîãî, ãîâîðÿò âìå-
ñòî óñòîé÷èâîñòè x â ïðîñòðàíñòâå X, î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè x
îò y ∈ Y .
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñëåäóÿ Æ.Àäàìàðó, çàäà÷ó îòûñêàíèÿ x ∈ X

èç óðàâíåíèÿ (2.1) íàçûâàþò êîððåêòíîé (êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé),
åñëè ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ïðàâîé ÷àñòè y = y0 èç Y åå ðåøåíèå:

à) ñóùåñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå X;

á) åäèíñòâåííî â X;

â) óñòîé÷èâî â X.

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé íå âûïîëíÿåòñÿ, òî çàäà÷ó íàçûâàþò
íåêîððåêòíîé (íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé).

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíîñòü çàäà÷è ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì îáðàòíîãî
îïåðàòîðà A−1, îïðåäåëåííîãî è íåïðåðûâíîãî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Y .

Óñëîâèå êîððåêòíîñòè çàäà÷è è îñîáåííî åå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ íàñòîëüêî åñòåñòâåííûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ìàòåìàòèêè,
÷òî äîëãîå âðåìÿ íåêîððåêòíûå çàäà÷è ñ÷èòàëèñü íå èìåþùèìè ôèçè-
÷åñêîãî ñìûñëà è ïîýòîìó íå èçó÷àëèñü. Ìåæäó òåì ïðàêòèêà è íàó÷-
íûå èññëåäîâàíèÿ ñòàëè îäíó çà äðóãîé âûäâèãàòü íåêîððåêòíûå çàäà÷è.
Òàê çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îêàçàëàñü âàæíîé äëÿ ãåî-
ãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàçâåäêè ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ, à çàäà÷à Êîøè
äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì äëÿ ñâåðõçâóêîâîé àýðîäèíàìè-
êè. Óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà I ðîäà ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü â ñïåêòðîñêîïèè
è â îáðàòíûõ çàäà÷àõ òåîðèè ïîòåíöèàëà. Íåêîððåêòíà è çàäà÷à òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ñ îáðàùåííûì âðåìåíåì, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
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ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð â ïðîøëîì ïî äàííûì, îòíîñÿùèìñÿ ê íà-
ñòîÿùåìó. Âîîáùå íåêîððåêòíî áîëüøèíñòâî òàê íàçûâàåìûõ îáðàòíûõ
çàäà÷, â êîòîðûõ ïî ðåçóëüòàòàì äåéñòâèé êàêîãî-ëèáî ôèçè÷åñêîãî ïî-
ëÿ èëè ïðîöåññà îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâîíà÷àëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñàìîãî
ýòîãî ïîëÿ èëè ïðîöåññà.

Åñëè íå èçìåíèòü ïîñòàíîâêó íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷, òî îáû÷íûå ìå-
òîäû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðåøåíèÿ êîððåêòíûõ çàäà÷, îêàçûâàþòñÿ, åñòå-
ñòâåííî, íåïðèãîäíûìè äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷, òàê êàê ñêîëü
áû ìàëîé íå áûëà áû ïîãðåøíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ, íåëüçÿ áûòü óâå-
ðåííûì â ìàëîñòè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ïîòðåáíîñòè ïðàêòè-
êè â ðåøåíèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ïåðåñìîò-
ðåòü êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå êîððåêòíîñòè è âûðàáîòàòü áîëåå øèðîêèé è
ïðèñïîñîáëåííûé ê ðåàëüíûì íóæäàì ïîäõîä.

Ïðèìåð 2.1 (íåêîððåêòíîé çàäà÷è). Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå Ôðåäãîëüìà I ðîäà

1∫
0

A (t, s)x (s) ds = y (t) . (2.2)

Ïóñòü X = Y = L2(0, 1), âåùåñòâåííîå ÿäðî A(t, s) íå òîëüêî êâàäðà-
òè÷íî ñóììèðóåìî, íî è íåïðåðûâíî. Òàêîå ÿäðî, î÷åâèäíî, ïðåîáðàçóåò
ëþáóþ ôóíêöèþ x(t) ∈ L2(0, 1) â íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ è, ñëåäîâàòåëü-
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íî, íå äëÿ âñÿêîé ïðàâîé ÷àñòè y(t) ∈ L2(0, 1) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2)
ñóùåñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).

Åñëè λ = 0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà, òî åñòü ÿäðî A(t, s)
íåïîëíîå, òî ðåøåíèå, â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, íå åäèíñòâåííî â
L2(0, 1).

Íàêîíåö, íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïîêàæåì äëÿ ïîëíîãî ñèììåòðè÷å-
ñêîãî ÿäðà. Ïóñòü âåùåñòâåííûå λi è zi(t), i = 1, 2, ... � ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì îðòîíîðìèðîâàííûå ôóíêöèè ÿäðà. Òîãäà, êàê
èçâåñòíî èç òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, λi 6= 0 è λi → 0, i→∞, à
ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëåííóþ â
âèäå:

y(t) =
∞∑
i=1

yizi(t), yi = (y, zi) =

1∫
0

y(t)zi(t)dt,

ñ ïîìîùüþ ðÿäà

x(t) =
∞∑
i=1

yi
λi
zi(t).

Åñëè ïðàâûå ÷àñòè yn(t), n = 1, 2, ... ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè y(t) â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(0, 1), òî åñòü

‖yn − y‖2 =
∞∑
i=1

(yni − yi)2 → 0, n→∞,
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òî íîðìà ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.2), âûðàæåí-
íàÿ ðàâåíñòâîì

‖xn − x‖2 =
∞∑
i=1

(yni − yi)2

λ2
i

,

íå òîëüêî íå îáÿçàíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, íî è ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî
áîëüøîé. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïîëîæèâ

yn(t) = y(t) +
√
|λn|zn(t).

Õîòÿ ‖yn − y‖2 = |λn| → 0, n→∞, íî òåì íå ìåíåå,

‖xn − x‖2 =
1

|λn|
→ ∞, n→∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé îòñóòñòâóåò.
Ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè λ = 0 ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó òî÷åê ñïåêòðà

îïåðàòîðà õàðàêòåðíà äëÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷.
Áóäåì îáîçíà÷àòü îáðàç ìíîæåñòâà M ⊂ X â ïðîñòðàíñòâå Y ïðè

îòîáðàæåíèè À ÷åðåç N = AM.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Íàçîâåì çàäà÷ó (2.1) êîððåêòíîé ïî Òèõîíîâó íà
ìíîæåñòâåM ⊂ X, à ñàìî ìíîæåñòâî Ì � åå ìíîæåñòâîì êîððåêò-
íîñòè, åñëè

à) òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò â êëàññå M ;
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á) ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó M ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî äëÿ
ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè ó èç ìíîæåñòâà N = AM ⊂ Y ;

â) ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâóM ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâî (íåïðå-
ðûâíî) îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ ÷àñòåé ó èç ìíîæåñòâà N .

Â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ ëþáîãî èç ýòèõ óñëîâèé çàäà÷ó íàçûâàþò íåêîð-
ðåêòíîé.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè M = X è N = Y êîððåêòíîñòü ïî Òèõîíîâó
ñîâïàäàåò ñ êîððåêòíîñòüþ ïî Àäàìàðó è, ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíîñòü
ïî Òèõîíîâó äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñóæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà
ðåøåíèé äëÿ êëàññà êîððåêòíîñòè.

Ïðèìåð 2.2 (íåêîððåêòíîé çàäà÷è). Çàäà÷à äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíê-
öèè u(t), èçâåñòíîé ïðèáëèæåííî.

Ïóñòü z1(t) åñòü ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u1(t). Ôóíêöèÿ

u2(t) = u1(t) +N sinωt

â ìåòðèêå Ñ îòëè÷àåòñÿ îò u1(t) íà âåëè÷èíó

pc(u1u2) = sup
t
|u1(t)− u2(t)| = |N |

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ω. Îäíàêî ïðîèçâîäíàÿ z2(t) = u′2(t) îòëè÷àåòñÿ
îò z1(t) â ìåòðèêå Ñ íà âåëè÷èíó |Nω|, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî
áîëüøîé ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |ω|.
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Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà îò ôóíê-
öèè u(t) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà:

1∫
0

1

(n− 1)!
(t− τ)n−1z(τ)dτ = u(t).

Òàêèì îáðàçîì, ýòà çàäà÷à íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè, ÷òî
ïðèâîäèò ê áîëüøèì çàòðóäíåíèÿì ïðè ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè ïðî-
èçâîäíûõ.

Ïðèìåð 2.3 (íåêîððåêòíîé çàäà÷è). ×èñëåííîå ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ
Ôóðüå, êîãäà êîýôôèöèåíòû èçâåñòíû ïðèáëèæåííî â ìåòðèêå l2.

×èñëåííîå ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ Ôóðüå, êîãäà êîýôôèöèåíòû èçâåñò-
íû ïðèáëèæåííî â ìåòðèêå l2.

Ïóñòü f1(t) =
∞∑
i=1

an cosnt. Åñëè âìåñòî an áðàòü êîýôôèöèåíòû

cn = an + ε/n äëÿ n > 1 è c0 = a0, ïîëó÷èì ðÿä

f2(t) =
∞∑
n=0

cn cosnt.

Êîýôôèöèåíòû ýòèõ ðÿäîâ îòëè÷àþòñÿ (â ìåòðèêå l2) íà âåëè÷èíó

ε1 =

{ ∞∑
n=0

(cn − an)2

}1/2

= ε

{ ∞∑
n=1

1

n2

}1/2

= ε

√
π2

6
,
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êîòîðóþ âûáîðîì ÷èñëà ε ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Âìåñòå

ñ ýòèì ðàçíîñòü f2(t) − f1(t) = ε
∞∑
n=1

1
n cosnt ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî

áîëüøîé (ïðè t=0 ïîñëåäíèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè óêëîíåíèå ñóììû ðÿäà áðàòü â ìåòðèêå Ñ, ñóì-

ìèðîâàíèå ðÿäà Ôóðüå íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì:

ρC(f1, f2) = sup
t
|f2(t)− f1(t)| = sup

t

∣∣∣∣∣ε
∞∑
n=1

1

n
cosnt

∣∣∣∣∣ = ε
∞∑
n=1

1

n
,

à ðÿä
∞∑
n=1

1
n ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 2.4 (íåêîððåêòíîé çàäà÷è). Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Îíà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ∆u(x, y) = 0 ïî íà-
÷àëüíûì äàííûì, ò.å. â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-
âèÿì

u(x, 0) = f(x),
∂u

∂x

∣∣∣∣
y=0

= ϕ(x), −∞ < x <∞,

ãäå f(x) è ϕ(x) � çàäàííûå ôóíêöèè.
Åñëè ïîëîæèòü f1(x) ≡ 0, ϕ1(x) = 1

a sin ax, òî ðåøåíèåì çàäà÷è
Êîøè áóäåò ôóíêöèÿ u1(x, y) = 1

a2 sin ax × sh ay, a > 0, ãäå sh ay =

= (ay)z−(ay)−z

2 � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ.
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Åñëè æå âçÿòü f2(x) = ϕ2(x) ≡ 0, òî ðåøåíèåì òàêîé çàäà÷è Êîøè
áóäåò ôóíêöèÿ u2(x, y) ≡ 0.

Åñëè óêëîíåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ è ðåøåíèé îöåíèâàòü â ìåòðèêå Ñ,
òî èìååì

ρC(f1, f2) = sup
x
|f1(x)− f2(x)| = 0,

ρC(ϕ1, ϕ2) = sup
x
|ϕ1(x)− ϕ2(x)| = 1

a
.

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ a ìîæåò
áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Îäíàêî óêëîíåíèå ðåøåíèé

ρC(u1, u2) = sup
x
|u1(x, y)− u2(x, y)| = sup

x

∣∣∣∣ 1

a2
sin ax · sh ay

∣∣∣∣ =
1

a2
sh ay

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y > 0 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèì
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ a (òàê êàê ïðè a→∞ sh ay →∞
áûñòðåå, ÷åì 1

a2 → 0).
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íåóñòîé÷èâà è, ñëåäîâàòåëüíî, íåêîððåêòíà.

Ïðèìåð 2.5 (íåêîððåêòíîé çàäà÷è). Çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîë-
æåíèÿ ôóíêöèè, èçâåñòíîé íà ÷àñòè îáëàñòè, íà âñþ îáëàñòü.

Ïóñòü D � êîíå÷íàÿ îáëàñòü, Å � äóãà êðèâîé, ïðèíàäëåæàùàÿ îá-
ëàñòè D. Òîãäà çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé
íà äóãå êðèâîé Å, íà âñþ îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé.
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Â ñàìîì äåëå, ïóñòü z0 � òî÷êà íà ãðàíèöå îáëàñòè D, ðàññòîÿíèå îò
êîòîðîé äî Å ðàâíî d > 0 è f1(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â D ôóíêöèÿ. Ôóíê-
öèÿ f2(z) = f1(z) + ε

z−z0 , ãäå ε � çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òàêæå
àíàëèòè÷åñêàÿ â D. Íà ìíîæåñòâå Å ýòè ôóíêöèè îòëè÷àþòñÿ îäíà îò
äðóãîé íà âåëè÷èíó ε/(z − z0), ìîäóëü êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò ε/d, ò.å.
|f2(z)− f1(z)| 6 ε/d íà ìíîæåñòâå Å. Âåëè÷èíà ε/d ìîæåò áûòü ñäåëàíà
ïðîèçâîëüíî ìàëîé ïóòåì âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà ε,
òàê êàê íà E z 6= z0.

Îäíàêî íàD ðàçíîñòü ôóíêöèé f2(z)−f1(z) =
ε

(z − z0)
íå îãðàíè÷åíà

ïî ìîäóëþ, òàê êàê ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òî z = z0.

Ïðèìåð 2.6 (íåêîððåêòíîé çàäà÷è). Îáðàòíàÿ çàäà÷à ãðàâèìåòðèè.

Ïóñòü èìååòñÿ òåëî, ïëîòíîñòü êîòîðîãî îòëè÷íà îò ïëîòíîñòè îêðó-
æàþùåé ñðåäû. Îïðåäåëèòü ôîðìó òåëà ïî àíîìàëèè íàïðÿæåíèÿ ñèëû
òÿæåñòè, ñîçäàâàåìîé èì íà ïîâåðõíîñòè çåìëè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäà, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè (z=0),
ñîñòîèò èç ìàññ ñ èçâåñòíûìè ïëîòíîñòÿìè ρ1 è ρ2, ðàçäåëåííûõ ãðàíè-
öåé z(x) (ðèñ. 2.1). Ïóñòü z̃(x) = −H âñþäó, êðîìå îòðåçêà a 6 x 6 b, íà
êîòîðîì z̃(x) = −H+z(x). Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìàññ ñîçäàåò íà ïîâåðõ-
íîñòè çåìëè àíîìàëèþ íàïðÿæåíèÿ ñèëû òÿæåñòè ∆g = − ∂V

∂z

∣∣
z=0

, ãäå
V � ïîòåíöèàë ìàññ ñ ïëîòíîñòüþ ρ = ρ2− ρ1 , çàïîëíÿþùèõ îáëàñòü S
(ñì. ðèñ. 2.1).
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Ðèñ. 2.1

Òàê êàê

V =

∫
S

ρ

2π
ln

(
1

r

)
dξ dη,

ãäå r =
√

(x− ξ)2 + (z − η)2, òî

∆g = − ρ

2π

b∫
a

−H+z(ξ)∫
−H

− ∂

∂η
ln

1

r
dξ dη|z=0 =

=
ρ

2π

b∫
a

ln
(x− ξ)2 +H2

(x− ξ)2 + (H − z(ξ))2 dξ.



37

Àíîìàëèÿ íàïðÿæåíèÿ ñèëû òÿæåñòè íà ïîâåðõíîñòè çåìëè ìîæåò
áûòü èçìåðåíà.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z(x) ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà

Az =

b∫
a

ln
(x− ξ)2 +H2

(x− ξ)2 + (H − z(ξ))2 dξ = u(x),

ãäå u(x) = 2π
ρ ∆g. Çäåñü À � íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð. Íåòðóä-

íî ïîêàçàòü íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ê ìàëûì èçìåíå-
íèÿì ïðàâîé ÷àñòè u(x).

Ïðèìåð 2.7 (íåêîððåêòíîé çàäà÷è). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá èçó÷å-
íèè ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà ñâåòîâîãî èçëó÷åíèÿ (çàäà÷à ñïåêòðîñêî-
ïèè).

Ïóñòü íàáëþäàåìîå èçëó÷åíèå íåîäíîðîäíî è ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíî-
ñòè ýíåðãèè ïî ñïåêòðó õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé z(s), ãäå s � ÷àñòîòà
(èëè ýíåðãèÿ). Ïðîïóñêàÿ ýòî èçëó÷åíèå ÷åðåç èçìåðèòåëüíóþ àïïàðà-
òóðó, ìû ïîëó÷àåì ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñïåêòð u(x). Çäåñü x ìîæåò áûòü
÷àñòîòîé, à ìîæåò âûðàæàòüñÿ òàêæå â òåðìèíàõ íàïðÿæåíèé è ñèëû
òîêà èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðû. Åñëè èçìåðèòåëüíàÿ àïïàðàòóðà ëè-
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íåéíà, òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó z(s) è u(x) äàåòñÿ ôîðìóëîé

Az ≡
b∫

a

K(x, s) z(s) ds = u(x),

ãäåK(x, s) � àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäïîëàãàåìàÿ èçâåñòíîé. Îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñïåêòð (êàê ôóíêöèÿ x), åñëè íà ïðèáîð
ïàäàåò ìîíîõðîìàòè÷åñêîå èçëó÷åíèå ÷àñòîòû åäèíè÷íîé èíòåíñèâíî-
ñòè (ýòî è åñòü δ � ôóíêöèÿ δ(s− x)). Çäåñü a è b � ãðàíèöû ñïåêòðà.
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3 ÌÅÒÎÄ ÈÒÅÐÀÖÈÉ ßÂÍÎÃÎ ÒÈÏÀ ÐÅØÅÍÈß
ÍÅÊÎÐÐÅÊÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×

3.1. Cõîäèìîñòü ìåòîäà â ñëó÷àå àïðèîðíîãî âûáîðà ÷èñëà
èòåðàöèé

Ðåøàåòñÿ îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà

Ax = y (3.1)

ñ äåéñòâóþùèì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H îãðàíè÷åííûì ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì A : H → H, â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóëü ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó ýòîãî îïåðàòîðà, îäíà-
êî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ åãî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïðè ñäåëàí-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (3.1) ÿâëÿåòñÿ
íåêîððåêòíîé. Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) âñå æå ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî, òî äëÿ åãî îòûñêàíèÿ åñòåñòâåííî ïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü ðàçëè÷-
íûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû. Â äàííîì ïîäðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé
ÿâíûé èòåðàòèâíûé ìåòîä

xn+1 = (E − αA)kxn + A−1[E − (E − αA)k]y, x0 = 0. (3.2)

Çäåñü k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à îïåðàòîð A−1, ôèãóðèðóþ-
ùèé â (3.2), íå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû (3.2) íåîáõîäè-
ìî åãî çíàòü � íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âî âòîðîì
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ñëàãàåìîì îí ñîêðàùàåòñÿ è âåñü îïåðàòîð â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëèíîìîì îò îïåðàòîðà A

C1
kαE − C2

kα
2A+ C3

kα
3A2 − ...− (−1)kαkAk−1.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáîáùàåò ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè, ðàññìîòðåííûé
â ðàáîòàõ [2�3, 5�6], ò.å.

xn+1 = xn + α(y − Axn), x0 = 0,

ïîñëåäíèé ïîëó÷àåòñÿ èç (3.2) ïðè k = 1.
Îáû÷íî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èçâåñòíà ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ δ,

ò.å. èçâåñòåí yδ, äëÿ êîòîðîãî ‖y − yδ‖ 6 δ. Ïîýòîìó âìåñòî (3.2) ïðèõî-
äèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðèáëèæåíèÿ

xn+1,δ = (E − αA)kxn,δ + A−1
[
E − (E − αA)k

]
yδ, x0,δ = 0, k ∈ N. (3.3)

Íèæå, êàê îáû÷íî, ïîä ñõîäèìîñòüþ ìåòîäà (3.3) ïîíèìàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå î òîì, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ (3.3) ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïîäõîäÿò ê
òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.1) ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå n è äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ δ. Èíûìè ñëîâàìè, ìåòîä (3.3) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè

lim
δ→0

(
inf
n
‖x− xn,δ‖

)
= 0.

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ìåòîäà (3.3). Ïîëó÷èì îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìå-
òîäà ïðè òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè, ïðè ïðèáëèæåííîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (3.1) è ïîãðåøíîñòü â ñ÷åòå. Ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 3.1. Èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (3.2) ïðè óñëîâèè

0 < α < 2/ ‖A‖ (3.4)

ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî èíäóêöèè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

xn = A−1
[
E − (E − αA)kn

]
y.

Òàê êàê óðàâíåíèå (3.1) èìååò ïî ïðåäïîëîæåíèþ åäèíñòâåííîå òî÷-
íîå ðåøåíèå, òî x = A−1y è, çíà÷èò,

x− xn = A−1y − A−1[E − (E − αA)kn]y = A−1(E − αA)kny.

Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà [1, ñ. 309] A =
M∫
0

λdEλ (Eλ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ

ôóíêöèÿ, M = ‖A‖), ïîëó÷èì

x− xn =

M∫
0

λ−1(1− αλ)kndEλy.

Ðàçîáüåì ïîëó÷åííûé èíòåãðàë íà äâà èíòåãðàëà

x− xn =

ε0∫
0

λ−1(1− αλ)kndEλy +

M∫
ε0

λ−1(1− αλ)kndEλy.
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Ïðè óñëîâèè (3.4) âåëè÷èíà |1− αλ| < 1, òîãäà∥∥∥∥∥∥
M∫
ε0

λ−1(1− αλ)kndEλy

∥∥∥∥∥∥ 6 qkn(ε0)

∥∥∥∥∥∥
M∫
ε0

λ−1dEλy

∥∥∥∥∥∥ =

= qkn(ε0)

∥∥∥∥∥∥
M∫
ε0

dEλx

∥∥∥∥∥∥→ 0, n→∞.

(Çäåñü |1− αλ| 6 q(ε0) < 1, λ ∈ [ε0,M ]).

∥∥∥∥∥∥
ε0∫

0

λ−1(1− αλ)kndEλy

∥∥∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥∥∥

ε0∫
0

λ−1dEλy

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
ε0∫

0

dEλx

∥∥∥∥∥∥ = ‖Eε0x‖ → 0, ε0 → 0,

òàê êàê Eε0 ñèëüíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε0 → 0 â ñèëó ñâîéñòâ ñïåê-
òðàëüíîé ôóíêöèè [1, ñ. 302]. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖x− xn‖ → 0, n→∞

ò.å. èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (3.2) ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà. �
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ïðîöåññ (3.3) ìîæíî ñäåëàòü ñõîäÿ-
ùèìñÿ, åñëè íóæíûì îáðàçîì âûáðàòü ÷èñëî èòåðàöèé n â çàâèñèìîñòè
îò óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè δ. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3.2. Ïðè óñëîâèè (3.4) èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (3.3) ñõîäèò-
ñÿ, åñëè âûáèðàòü ÷èñëî èòåðàöèé n â çàâèñèìîñòè îò δ òàê, ÷òî-
áû nδ → 0, n→∞, δ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Áóäåì ñ÷èòàòü x0,δ=0 è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

x− xn,δ = (x− xn) + (xn − xn,δ).

Êàê ïîêàçàíî ðàíåå, x−xn → 0, n→∞. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, ïîëó÷èì

xn − xn,δ = A−1
[
E − (E − αA)kn

]
(y − yδ) =

=

M∫
0

λ−1[1− (1− αλ)kn]dEλ(y − yδ).

Ïî èíäóêöèè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

gn(λ) = λ−1
[
1− (1− αλ)kn

]
6 knα.

Òîãäà ‖xn − xn,δ‖ 6 knαδ. Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî

‖x− xn,δ‖ 6 ‖x− xn‖+ ‖xn − xn,δ‖ 6 ‖x− xn‖+ knαδ
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è, êàê ïîêàçàíî ðàíåå, ‖x− xn‖ → 0, n → ∞,òî äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòî-
äà (3.3) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû nδ → 0, n→∞, δ → 0. Òåîðåìà 3.2 äîêàçàíà.
�

Îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.3) áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèé íåâîçìîæíî, òàê êàê íåèçâåñòíà è ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî
ìàëîé ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ê íóëþ ‖x− xn‖. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷íîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) èñòîêîîáðàçíî ïðåäñòàâèìî, ò.å. x = Asz,

s > 0. Òîãäà y = As+1z è, ñëåäîâàòåëüíî, x − xn =
M∫
0

λs(1 − αλ)kndEλz.

Äëÿ îöåíêè ‖x− xn‖ íàéäåì ìàêñèìóì ìîäóëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-
öèè f(λ) = λs(1−αλ)kn. Ïðèðàâíÿâ íóëþ ïðîèçâîäíóþ îò f(λ), ïîëó÷èì

λs−1(1− αλ)kn−1 [s(1− αλ)− knαλ] = 0.

Ïåðâûå äâà ñîìíîæèòåëÿ íå ðàâíû íóëþ, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
f(λ) = 0. Ïîýòîìó s(1 − αλ) − knαλ = 0. Îòñþäà λ∗ = s

α(s+kn) � ñòà-

öèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(λ). Ïîñêîëüêó f ′′(λ∗) < 0, òî λ∗ � òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà äëÿ f(λ). Îòñþäà

f(λ∗) =

[
s

α(s+ kn)

]s [
1− αs

α(s+ kn)

]kn
=

= (kn)knssα−s(kn+ s)−kn−s < ss(knαe)−s,

òàê êàê
[
1 + s

kn

]s+kn
> es ïðè âñåõ n > 0 [2]. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(λ∗) < ss(knαe)−s.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà íå ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ |f(λ)| äëÿ âñåõ α óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < α 6 5

4M áîëåå ñèëü-
íîìó, ÷åì (3.4). (Ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü, ÷òî αM ∈ (0, 2− ε) íî òîãäà
ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå áûëî áû âåðíûì ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n, à íå äëÿ âñåõ n). ×òîáû ïðîâåðèòü ýòî, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ïî-
âåäåíèå ôóíêöèè f(λ) íà êîíöàõ îòðåçêà [0,M ]. Î÷åâèäíî, f(0) = 0 è
ìàêñèìóì â òî÷êå λ = 0 áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî
|f(M)| > f(λ∗).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè âçÿòü 0 < α 6 5
4M , òî |f(M)| < ss(knαe)−s. Ïðè

λ < 1
α ôóíêöèÿ f(λ) èìååò ìàêñèìóì, îöåíåííûé ðàíåå. Ïðè λ > 1

α

f ′(λ) > 0 ïðè ÷åòíûõ kn è f ′(λ) < 0 ïðè íå÷åòíûõ kn ïîýòîìó íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå |f(λ)| ïîëó÷àåòñÿ â òî÷êå λ = M . À çíà÷åíèå |f(M)| =
=
∣∣M s(1− αM)kn

∣∣ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå α, òàê êàê αM > 1 (íàïîì-
íèì, ÷òî èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé λ > 1

α). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü
|f(M)| ïðè ìàêñèìàëüíîì α = 5

4M . Äîêàæåì, ÷òî |f(M)| < ss(knαe)−s

èëè
∣∣M s(−1

4)kn
∣∣ < (4s)s(5kne)−sM s, ò.å. (4s)−s(5kne)s < 4kn. Îáîçíà÷èì

ϕ(s) = (4s)−s(5kne)s è íàéäåì ìàêñèìóì ôóíêöèè ϕ(s). Èòàê,

ϕ′(s) = (4s)−s(−ln(4s)− 1)(5kne)s + (4s)−s(5kne)sln(5kne) =

= (4s)−s(5kne)s(−ln(4s)− 1 + ln(5kne)) = (4s)−s(5kne)s ln

(
5kn

4s

)
.

Ïðèðàâíÿâ íóëþ ïðîèçâîäíóþ ϕ′(s) ïîëó÷èì (4s)−s(5kne)s ln
(

5kn
4s

)
= 0.

Ïîñêîëüêó (4s)−s 6= 0, (5kne)s 6= 0, òî ln(5kn
4s ) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
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s∗ = 5kn
4 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè ϕ(s). Òàê êàê

ϕ′′(s∗) = (4s∗)
−s∗(5kne)s

∗
(
− 1

s∗

)
< 0

òî s∗ � òî÷êà ìàêñèìóìà ϕ(s). Íàéäåì åãî.

ϕ(s∗) = (4s)−s(5kne)s
∣∣
s=s∗

= (5nk)
−5nk

4 (5nke)
5nk
4 = e

5nk
4 .

Èòàê, äîêàæåì, ÷òî e
5nk
4 < 4kn, ÷òî î÷åâèäíî ïðè n > 1, ïîñêîëüêó

e
5
2 < 42. Òàêèì îáðàçîì, ïðè α óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < α 6 5

4M ,
äëÿ ëþáûõ n > 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî max

λ∈[0,M ]
|f(λ)| < ss(knαe)−s,

òîãäà

‖x− xn‖ < ss(knαe)−s ‖z‖ .

Îáùàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (3.3) ïðè ïðèáëèæåííîé ïðàâîé ÷à-
ñòè yδ, ‖y − yδ‖ 6 δ çàïèøåòñÿ â âèäå

‖x− xn,δ‖ 6 ‖x− xn‖+ ‖xn − xn,δ‖ 6 ss(knαe)−s ‖z‖+ knαδ.

Èòàê, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.3. Åñëè òî÷íîå ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (3.1) èñòîêîïðåä-
ñòàâèìî, òî ïðè óñëîâèè 0 < α 6 5

4M äëÿ ìåòîäà (3.3) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ïîãðåøíîñòè

‖x− xn,δ‖ 6 ss(knαe)−s ‖z‖+ knαδ.
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Îïòèìèçèðóåì ïî n ïîëó÷åííóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè. Äëÿ ýòîãî íàé-
äåì çíà÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé n, ïðè êîòîðîì îöåíêà ñòàíîâèòñÿ ìèíè-
ìàëüíîé. Îáîçíà÷èì

ξ(n) = ss(knαe)−s ‖z‖+ knαδ

è ïðèðàâíÿåì ξ′(n) íóëþ. Èìååì

−sn−s−1ss(kαe)−s ‖z‖+ kαδ = 0.

Îòñþäà, âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â ñòåïåíü − 1
(s+1) , ïîëó÷èì

nîïò = s(kα)−1e−
s
s+1δ−

1
s+1 ‖z‖

1
(s+1) .

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ nîïò â îöåíêó ïîãðåøíîñòè, íàé-
äåì åå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

‖x− xn,δ‖
îïò
6 (s+ 1)e−

s
s+1δ

s
s+1 ‖z‖

1
s+1 .

Èòàê, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.4. Åñëè òî÷íîå ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (3.1) èñòîêîïðåä-
ñòàâèìî, òî ïðè óñëîâèè 0 < α 6 5

4M îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïîãðåøíî-
ñòè äëÿ ìåòîäà (3.3) èìååò âèä

‖x− xn,δ‖
îïò
6 (s+ 1)e−

s
s+1δ

s
s+1 ‖z‖

1
s+1

è äîñòèãàåòñÿ ïðè

nîïò = s(kα)−1e−
s
s+1δ−

1
s+1 ‖z‖

1
s+1 .
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Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè äëÿ ìåòîäà (3.3) íå çàâèñèò îò ïà-
ðàìåòðà α, íî îò íåãî çàâèñèò nîïò. Ïîýòîìó äëÿ óìåíüøåíèÿ nîïò è,
çíà÷èò, îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, ñëåäóåò áðàòü ïî âîçìîæíîñòè
áîëüøèì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ 0 < α 6 5

4M è òàê, ÷òîáû nîïò áûëî
öåëûì.

Ðàññìîòðèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà (3.3) ïðè ñ÷åòå ñ îêðóãëåíèÿìè. Ïóñòü
xn,δ � òî÷íîå çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå ïî ôîðìóëå (3.3), à zn � çíà÷åíèå,
ïîëó÷åííîå ïî òîé æå ôîðìóëå ñ ó÷åòîì âû÷èñëèòåëüíûõ ïîãðåøíî-
ñòåé γn, ò.å.

zn+1 = (E − αA)kzn + A−1
[
E − (E − αA)k

]
yδ + αγn, z0 = 0. (3.5)

Îáîçíà÷èì εn = zn − xn,δ è âû÷òåì èç (3.5) ðàâåíñòâî (3.3), ïîëó÷èì
εn+1 = (E − αA)kεn + αγn. Òàê êàê íóëåâûå ïðèáëèæåíèÿ ðàâíû íóëþ,
òî γ0 = 0. Ïî èíäóêöèè ïîëó÷èì

εn =
n−1∑
i=0

(E − αA)k(n−1−i)αγi.

Â ñèëó (3.4) è ïðèíàäëåæíîñòè íóëÿ ñïåêòðó îïåðàòîðàA ‖E − αA‖ 6 1,
ïîýòîìó ‖εn‖ 6 nαγ, ãäå γ = sup

i
|γi|. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà ïîãðåøíî-

ñòè ìåòîäà (3.3) ïðè ñ÷åòå ñ îêðóãëåíèÿìè èìååò âèä

‖x− zn‖ 6 ‖x− xn, δ‖+ ‖xn,δ − zn‖ 6 ss(knαe)−s ‖z‖+ knαδ + nαγ.
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3.2. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ

Ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä (3.2) ïðèãîäåí è òîãäà, êîãäà λ = 0 � ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà (ñëó÷àé íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.1)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(A) = {x ∈ H|Ax = 0}, M(A) � îðòî-
ãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ÿäðà N(A) äî H. Ïóñòü P (A)x � ïðîåêöèÿ x ∈ H
íà N(A), à Π(A)x � ïðîåêöèÿ x ∈ H íà M(A).Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü A > 0, y ∈ H, 0 < α < 2
‖A‖. Òîãäà äëÿ èòåðàöè-

îííîãî ïðîöåññà (3.2) âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) Axn → Π(A)y, ‖Axn − y‖ → I(A, y) = infx∈H ‖Ax− y‖ ;

á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâ-
íåíèå Ax = Π(A)y ðàçðåøèìî.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå xn → P (A)x0 + x∗, ãäå x∗ � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðèìåíèì îïåðàòîð ê (3.2) è ïîëó÷èì

Axn = A(E − αA)kxn−1 +
[
E − (E − αA)k

]
(P (A)y + Π(A)y),

ãäå y = P (A)y + Π(A)y. Òàê êàê AP (A)y = 0, òî

Axn = A(E − αA)kxn−1 +
[
E − (E − αA)k

]
Π(A)y =

= A(E − αA)kxn−1 + Π(A)y − Π(A)(E − αA)ky.
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Îòñþäà

Axn − Π(A)y = A(E − αA)kxn−1 − Π(A)(E − αA)ky =

= (E − αA)k(Axn−1 − Π(A)y).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèøåì â âèäå vn = (E − αA)kvn−1, ãäå Axn−
−Π(A)y = vn è vn ∈ M(A). Îòñþäà vn = (E − αA)knv0. Èìååì A > 0
è A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí â M(A), ò.å. (Ax, x) > 0 äëÿ ëþáîãî
x ∈M(A). Òàê êàê 0 < α < 2

‖A‖ , òî ‖E − αA‖ < 1, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà
öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

‖vn‖ =
∥∥(E − αA)knv0

∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
‖A‖∫
0

(1− αλ)kndEλv0

∥∥∥∥∥∥∥ 6
6

∥∥∥∥∥∥
ε0∫

0

(1− αλ)kndEλv0

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥∥
‖A‖∫
ε0

(1− αλ)kndEλv0

∥∥∥∥∥∥∥ 6
6

∥∥∥∥∥∥
ε0∫

0

dEλv0

∥∥∥∥∥∥+ qkn(ε0)

∥∥∥∥∥∥∥
‖A‖∫
ε0

dEλv0

∥∥∥∥∥∥∥ = ‖Eε0v0‖+ qkn(ε0) ‖v0 − Eε0v0‖ < ε

ïðè ε0 → 0, n→∞. (Çäåñü |1− αλ| 6 q(ε0) < 1 ïðè λ ∈ [ε0, ‖A‖]).
Ñëåäîâàòåëüíî, vn → 0, îòêóäà Axn → Π(A)y è Π(A)y ∈ A(H). Òîãäà
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‖Axn − y‖ → ‖Π(A)y − y‖ = ‖P (A)y‖ = I(A, y) (ïî òåîðåìå 2.1 èç [3]).
Èòàê, óòâåðæäåíèå a) äîêàçàíî.

Äîêàæåì á). Ïóñòü ïðîöåññ (3.2) ñõîäèòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå
Ax = Π(A)y ðàçðåøèìî. Èç ñõîäèìîñòè {xn} ∈ H ê z ∈ H è èç a) ñëåäó-
åò, ÷òî Axn → Az = Π(A)y, ñëåäîâàòåëüíî, Π(A)y ∈ A(H) è óðàâíåíèå
Π(A)y = Ax ðàçðåøèìî.

Ïóñòü òåïåðü Π(A)y ∈ A(H) (óðàâíåíèå Π(A)y = Ax ðàçðåøèìî),
ñëåäîâàòåëüíî Π(A)y = Ax∗, ãäå x∗ � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ax = y (îíî åäèíñòâåííî â M(A)). Òîãäà (3.2) ïðèìåò âèä

xn = (E − αA)kxn−1 + A−1
[
E − (E − αA)k

]
Π(A)y =

= (E − αA)kxn−1 + A−1
[
E − (E − αA)k

]
Ax∗ =

= (E − αA)kxn−1 +
[
E − (E − αA)k

]
x∗ =

= xn−1 +
[
E − (E − αA)k

]
(x∗ − xn−1) .

Ðàçîáüåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà äâà, òàê êàê

xn = P (A)xn + Π(A)xn.

Òîãäà

P (A)xn = P (A)xn−1 + P (A)
[
E − (E − αA)k

]
(x∗ − xn−1) =

= P (A)xn−1 +
[
E − (E − αA)k

]
P (A) (x∗ − xn−1) =

= P (A)xn−1 = . . . = P (A)x0,



52

òàê êàê AP (A) (x∗ − xn−1) = 0;

Π(A)xn = Π(A)xn−1 + Π(A)
[
E − (E − αA)k

]
(x∗ − xn−1) =

= Π(A)xn−1 −
[
E − (E − αA)k

]
(Π(A)xn−1 − Π(A)x∗) =

= Π(A)xn−1 −
[
E − (E − αA)k

]
(Π(A)xn−1 − x∗) ,

òàê êàê x∗ ∈M(A) è, çíà÷èò, Π(A)x∗ = x∗.
Îáîçíà÷èì wn = Π(A)xn − x∗, òîãäà wn = (E − αA)kwn−1 è, àíàëî-

ãè÷íî vn, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî wn → 0, n→∞ .
Èòàê, Π(A)xn → x∗. Îòñþäà xn = P (A)xn + Π(A)xn → P (A)x0 + x∗.
Òåîðåìà 3.5 äîêàçàíà �

Çàìå÷àíèå 3.1. Òàê êàê ó íàñ x0 = 0, òî xn → x∗, ò.å. ïðîöåññ (3.2)
ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ, ò.å. ê ðåøåíèþ ñ ìèíèìàëüíîé íîð-
ìîé.

3.3. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå

Ñõîäèìîñòü ïðîöåññîâ (3.2) è (3.3) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H ðàññìîò-
ðåíà â ïîäðàçäåëàõ 3.1 è 3.2. Èçó÷èì ñõîäèìîñòü ìåòîäà (3.3) â ýíåðãå-
òè÷åñêîé íîðìå ‖x‖A =

√
(Ax, x), ãäå x ∈ H. Ïðè ýòîì, êàê îáû÷íî,

÷èñëî èòåðàöèé n íóæíî âûáèðàòü â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ ïîãðåøíî-
ñòè. Ïîëàãàåì x0,δ = 0 è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

x− xn,δ = (x− xn) + (xn − xn,δ). (3.6)
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Çàïèøåì ïåðâîå ñëàãàåìîå â âèäå

x− xn = A−1(E − αA)kny = (E − αA)knx.

Êàê áûëî äîêàçàíî â ïîäðàçäåëå 3.1 x − xn áåñêîíå÷íî ìàëî â íîð-
ìå ïðîñòðàíñòâà H ïðè n → ∞, íî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðè ýòîì ìî-
æåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé, è äëÿ åå îöåíêè äåëàëîñü ïðåäïîëîæåíèå
îá èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýíåðãå-
òè÷åñêîé íîðìû íàì ýòî äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå íå ïîòðåáóåò-
ñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà èìååì

‖x− xn‖2
A =

(
A(E − αA)knx, (E − αA)knx

)
=

=

M∫
0

λ(1− αλ)2knd(Eλx, x),

ãäå M = ‖A‖, Eλ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, E � åäè-
íè÷íûé îïåðàòîð.

Äëÿ îöåíêè èíòåðåñóþùåé íàñ íîðìû íàéäåì ìàêñèìóì ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè ïðè λ ∈ [0,M ]. Ôóíêöèÿ f(λ) = λ(1− αλ)2kn � ÷àñò-
íûé ñëó÷àé ïðè s = 1 ôóíêöèè, îöåíåííîé â ïîäðàçäåëå 3.1. Ïîýòîìó
ïðè óñëîâèè

0 < α 6
5

4M
(3.7)
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max
λ∈[0,M ]

|f(λ)| 6 (2knαe)−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè (3.7) ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà

‖x− xn‖A 6 (2knαe)−
1
2 ‖x‖ .

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå êàê áû çàìåíÿåò
ïðåäïîëîæåíèå îá èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè ïîðÿäêà s = 1

2 òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ.

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.6). Êàê ïîêàçàíî â ïîäðàçäåëå 3.1 ,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

xn − xn,δ = A−1
[
E − (E − αA)kn

]
(y − yδ).

Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà, ïîëó÷èì

‖xn − xn,δ‖2
A =

M∫
0

λ−1 [1− (1− αλ)p]2 d(Eλ(y − yδ), y − yδ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(λ) ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ è îöåíèì åå ñâåðõó
ïðè óñëîâèè (3.7). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì p ∈ H âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

g(λ) = λ−1 [1− (1− αλ)p]2 6

(
5

4

)
pα, p > 1. (3.8)
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Ïðè p = 1, g(λ) = α2λ 6
(

5
4

)
α. Ïðè p = 2, g(λ) 6

(
35
27

)
α. Ïî

èíäóêöèè äîêàæåì, ÷òî

g(λ) = λ−1 [1− (1− αλ)p]2 6

(
35

54

)
pα, p > 2. (3.9)

Ïðè p = 2 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî ïðè
p = l, ò.å.

λ−1
[
(1− (1− αλ)l

]2
6

(
35

54

)
lα,

è ïîêàæåì, ÷òî (3.9) âûïîëíÿåòñÿ ïðè p = l + 1. Ðàññìîòðèì èíòåðåñó-
þùåå íàñ âûðàæåíèå

λ−1
[
1− (1− αλ)l+1

]2
= λ−1

[
1− 2(1− αλ)l+1 + (1− αλ)2(l+1)

]
= λ−1×

×
[
1− (1− αλ)l

]2
+ λ−1

{
2(1− αλ)lαλ− (1− αλ)2l

[
1− (1− αλ)2

]}
6

6

(
35

54

)
lα + α

[
2(1− αλ)l − (1− αλ)2l(2− αλ)

]
.

×òîáû äîêàçàòü òðåáóåìîå, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ ÷òî

B ≡ 2(1− αλ)l − (1− αλ)2l(2− αλ) 6
35

54
. (3.10)

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
1) 1 6 αλ 6 5

4 l, � íå÷åòíîå (l > 3). Òîãäà

−1 < (1− αλ)l 6 0.
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Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.10) òîãäà

B = (1− αλ)l
[
2− (1− αλ)l − (1− αλ)l+1

]
.

Òàê êàê

2− (1− αλ)l − (1− αλ)l+1 > 0,

òî B 6 0 è òåì áîëåå B 6 35
54 .

2) 1 6 αλ 6 5
4 , l � ÷åòíîå (l > 2). Òîãäà 0 6 (1− αλ)l < 1. Òðåáóåòñÿ

äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (3.10), ÷òî ðàâíîñèëüíî

1− 2(1− αλ)l + (1− αλ)2l + (1− αλ)2l+1 − 19

54
> 0,

÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî

1 + (1− αλ)2l(2− αλ)−
[
2(1− αλ)l + 19/54

]
> 0. (3.11)

Èìååì −1
4 6 1− αλ 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 2(1− αλ)l + 19

54 < 1, à ïîýòîìó
íåðàâåíñòâî (3.11) ñïðàâåäëèâî è, çíà÷èò, âåðíî äîêàçûâàåìîå íåðàâåí-
ñòâî (3.10).

3) 0 < αλ < 1, l � ëþáîå (l > 2). Òîãäà 0 < (1 − αλ)l < 1. Íåðàâåí-
ñòâî (3.10) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

35

54
− 2(1− αλ)l + (1− αλ)2l + (1− αλ)2l+1 > 0,
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êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî òàêîìó

4

27
+ 2

[
1

2
− (1− αλ)l

]2

+ (1− αλ)2l+1 − (1− αλ)2l > 0. (3.12)

Òàê êàê 2
[

1
2 − (1− αλ)l

]2
> 0, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè

íåðàâåíñòâà (3.12) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

ϕl(λ) ≡ 4

27
+ (1− αλ)2l+1 − (1− αλ)2l > 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî min
0<αλ<1

ϕl(λ) > 0 äëÿ l > 2. Îòñþäà âûòåêàåò

ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (3.12) è, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâà (3.10).
Ýòè òðè ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿ èñ÷åðïûâàþò èíäóêöèþ, çíà÷èò, íåðà-
âåíñòâî (3.9) ñïðàâåäëèâî. Òàêèì îáðàçîì, ‖xn − xn,δ‖2

A 6 (35
54)knαδ2,

kn > 2. Îòñþäà

‖xn − xn,δ‖A 6
[(

5

4

)
knα

] 1
2

δ, kn > 1,

‖xn − xn,δ‖A 6
[(

35

54

)
knα

] 1
2

δ, kn > 2. (3.13)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîðÿäîê îöåíêè äëÿ ‖xn,δ − xn‖A íåëüçÿ óëó÷øèòü, ò.å.
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, ñ êîòîðûì n âõîäèò â îöåíêó, íàéäåí ïðàâèëüíî.
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Íàéäåì g′n(λ).

g′n(λ) = −λ−2
[
1− (1− αλ)kn

]2
+

+2λ−1
[
1− (1− αλ)kn

]
knα(1− αλ)kn−1 =

= λ−2
[
1− (1− αλ)kn

] [
−1 + (1− αλ)kn + 2knαλ(1− αλ)kn−1

]
.

Åñëè 1−(1−αλ)kn = 0, òî gn(λ) = 0, è ôóíêöèÿ gn(λ) íå áóäåò äîñòè-
ãàòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Çíà÷èò, òî÷êà ìàêñèìóìà îïðåäåëÿåòñÿ èç
óðàâíåíèÿ

−1 + (1− αλ)kn + 2knαλ(1− αλ)kn−1 = 0.

Îòñþäà 1 = (1− αλ)kn−1(1− αλ+ 2knαλ).
Ïóñòü αλ = an, òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(1− an)kn−1(1− an + 2knan) = 1. (3.14)

Òàê êàê |1− an| < 1, òî |1− an|kn−1 < 1. Çíà÷èò, åñëè áû an íå ñòðå-
ìèëèñü ê íóëþ ïðè n → ∞, à áûëè áû ëèøü îãðàíè÷åíû ñíèçó, òî ðà-
âåíñòâî (3.14) íå âûïîëíÿëîñü áû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî an → 0
ïðè n→∞. Èç (3.14) ñëåäóåò, ÷òî

(1− an)kn =
1

1 + (2kn− 1)an
, (1− an)kn =

1− an
1 + (2kn− 1)an

,

îòñþäà

1− (1− an)kn =
2knan

1 + (2kn− 1)an
. (3.15)
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Â ëåâîé ÷àñòè (3.15) ñòîèò âåëè÷èíà îãðàíè÷åííàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, è â
ïðàâîé ÷àñòè äîëæíà áûòü îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíà. Â çíàìåíàòåëå ïðà-
âîé ÷àñòè ñòîèò âåëè÷èíà, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó, ïîýòîìó, äëÿ îãðàíè÷åí-
íîñòè âåëè÷èíû 2knan

1+(2kn−1)an
, íåîáõîäèìî, ÷òîáû an ñòðåìèëîñü ê íóëþ íå

ìåäëåííåå, ÷åì 1
n , ò.å. an = bn

n , ãäå {bn} � îãðàíè÷åííàÿ ÷èñëîâàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü: 0 < bn 6 B < ∞. Ïîäñòàâèì an = bn

n â âûðàæåíèå
äëÿ gn(λ) ïîëó÷èì

gn(λ) =

[
1− (1− an)kn

]2
an

α =
(2knan)

2α

an [1 + (2kn− 1)an]
2 =

=
4k2nbnα[

1 + (2kn− 1)bnn
]2 .

Ïîêàæåì, ÷òî íóëü íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {bn}.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî êàêàÿ-òî ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {bm}, ãäåm ∈ N0 ⊂ N , ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn} ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè m→∞ , òîãäà

2kmam
1 + (2km− 1) am

=
2kbm

1 + (2km− 1) bm/m
∼ 2kbm.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(1− bm/m)km = 1− kbm +
k (km− 1)

2m
b2
m −

k (km− 1) (km− 2)

6m2
b3
m + . . . .
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Ñëåäîâàòåëüíî, 1− (1− bm/m)km ∼ kbm. Òàê êàê èç (3.15) ñëåäóåò, ÷òî

1− (1− bm/m)km =
2kbm

1 + (2km− 1) bm/m
, (3.16)

òî 2kbm äîëæíî áûòü ýêâèâàëåíòíî kbm, ÷òî íåâåðíî. Ïðèøëè ê ïðî-
òèâîðå÷èþ. Çíà÷èò, bm íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m → ∞, è íóëü íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn}. Çíà÷èò,

0 < b 6 bn 6 B <∞.

Èç gn (λ) = 4k2nbnα

[1+(2kn−1)bn/n]
2 âèäíî, ÷òî â îöåíêó äëÿ ‖xn − xn,δ‖A n âõî-

äèò ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè 1/2 . Çíà÷èò, íàéäåííàÿ îöåíêà äëÿ ‖xn − xn,δ‖A
âåðíà ïî ïîðÿäêó.

Ïîïûòàåìñÿ óòî÷íèòü êîíñòàíòó (35/54)1/2, ôèãóðèðóþùóþ â îöåíêå
‖xn − xn,δ‖A. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåäåëüíóþ òî÷êó ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {bn} . Ïîêàæåì, ÷òî {bn} ñõîäèòñÿ. Òàê êàê {bn} � îãðàíè÷åí-
íàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ïðîñòðàíñòâî H ãèëüáåðòîâî, òî ïî
ëåììå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà [4, c. 105] èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿ-
ùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bm} òàêóþ, ÷òî bm → b∗.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (3.16), ïîëó÷èì

lim
m→∞

[
1− (1− bm/m)km

]
= 1− lim

m→∞
[(1− bm/m)m]

k
=

= 1− lim
m→∞
{
[
(1− bm/m)−m/bm

]−bm
}k = 1− e−kb∗,
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lim
m→∞

2kbm
1 + (2km− 1) bm/m

=
2kb∗

1 + 2kb∗
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç z = kb∗, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå:

1− e−z =
2z

1 + 2z
, e−z = 1− 2z

1 + 2z
, e−z =

1

1 + 2z
, ez = 1 + 2z.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ: z1 = 0 è z2 ≈ 1, 256. Ò. å. b∗1 = 0 è
b∗2 ≈ 1, 256/k è òàê êàê íóëü íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {bn} , òî bm → b∗2 ≈ 1, 256/k.Òàê êàê {bm} � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn} , òî è ñàìà {bn} ñõîäèò-
ñÿ ê b∗2.

À òåïåðü âåðíåìñÿ ê óòî÷íåíèþ êîíñòàíòû (35/54)1/2 â îöåíêå äëÿ
‖xn − xn, δ‖A. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

gn (λ) =
4k2nbnα

[1 + (2kn− 1) bn/n]2
.

Îòñþäà max
0<an65/4

g(λ)
kna →

4kb∗

(1+2kb∗)
2 ≈ 0, 41. Ïîýòîìó íåëüçÿ ïîëó÷èòü îöåíêè

ëó÷øåé, ÷åì
‖xn − xn,δ‖A 6 (0, 41knα)1/2 δ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ íàìè êîíñòàíòà (35/54)1/2 çàâûøåíà íå áî-
ëåå ÷åì â 1,26 ðàçà.
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Ïîñêîëüêó èìååì

‖x− xn,δ‖A 6 ‖x− xn‖A + ‖xn − xn,δ‖A 6 ‖x− xn‖A +

+ [(35/54) knα]1/2 δ, kn > 2

è
‖x− xn‖A → 0, n→∞,

òî äëÿ ñõîäèìîñòè ‖x− xn,δ‖A → 0, n→ 0 , äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
√
nδ → 0,

n→∞, δ → 0.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ïðîöåññå (3.3) âûáðàòü ÷èñëî èòåðàöèé n =

= n (δ) çàâèñÿùèì îò δ òàê, ÷òî
√
nδ → 0, n → ∞, δ → 0, òî ïîëó-

÷èì ðåãóëÿðèçîâàííûé ìåòîä, îáåñïå÷èâàþùèé ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó
ðåøåíèþ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå.

Çàïèøåì òåïåðü îáùóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè äëÿ ìåòîäà (3.3) ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.7)

‖x− xn,δ‖A 6 (2knαe)−1/2 ‖x‖+ [(5/4) knα]1/2 δ, kn > 1,

‖x− xn,δ‖A 6 (2knαe)−1/2 ‖x‖+ [(35/54) knα]1/2 δ, kn > 2. (3.17)

Èòàê, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.6. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (3.3) ïðè óñëîâèè (3.7) ñõî-
äèòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà H, åñëè âûáèðàòü ÷èñëî
èòåðàöèé n èç óñëîâèÿ

√
nδ → 0, n → ∞, δ → 0. Äëÿ ïðîöåññà (3.3)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè (3.17).
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Îïòèìèçèðóåì ïîëó÷åííóþ îöåíêó (3.17) ïî n, ò.å. ïðè çàäàííîì δ

íàéäåì òàêîå çíà÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé n, ïðè êîòîðîì îöåíêà ïîãðåø-
íîñòè ñòàíîâèòñÿ ìèíèìàëüíîé. Ïðèðàâíÿâ íóëþ ïðîèçâîäíóþ ïî n îò
ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.17), ïîëó÷èì

nîïò = (35/27)−1/2 (kα)−1 e−1/2δ−1 ‖x‖ . (3.18)

Ïîäñòàâèâ nîïò â îöåíêó (3.17), ïîëó÷èì åå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

‖x− xn,δ‖îïòA 6 (35/27)1/4 (2δ ‖x‖)1/2 e−1/4. (3.19)

Èç (3.19) âûòåêàåò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè íå çàâèñèò îò
ïàðàìåòðà α. Íî nîïò çàâèñèò îò α, ïîýòîìó äëÿ óìåíüøåíèÿ n è, çíà-
÷èò, îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû ñëåäóåò áðàòü α âîçìîæíî áîëü-
øèì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (3.7), è òàê, ÷òîáû nîïò áûëî öåëûì.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.7. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû îïòèìàëüíàÿ îöåí-
êà ïîãðåøíîñòè äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (3.3), èìååò âèä (3.19) è
ïîëó÷àåòñÿ ïðè nîïò èç (3.18).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êîãäà èç ñõîäèìîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîð-
ìå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â îáû÷íîé íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H.
Ýòè óñëîâèÿ äàåò
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Òåîðåìà 3.8. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) Eεxn,δ = 0, 2) Eεx = 0, ãäå

Eε =
ε∫

0

dEλ, ε � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (0 < ε < ‖A‖) ,

òî èç ñõîäèìîñòè xn,δ ê x â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
â îáû÷íîé íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû Eεxn,δ = 0 è Eεx = 0, òî Eε (xn,δ − x) = 0

è (Eε (xn,δ − x) , xn,δ − x) = 0, ò.å.
ε∫

0

d (Eλ (xn,δ − x) , xn,δ − x) = 0. Ñëå-

äîâàòåëüíî,
ε∫

0

1

λ
d (Eλ (xn,δ − x) , A (xn,δ − x)) = 0.

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

‖xn,δ − x‖2 =

M∫
0

1

λ
d (Eλ (xn,δ − x) , A (xn,δ − x)) =

=

ε∫
0

1

λ
d (Eλ (xn,δ − x) , A (xn,δ − x)) +

M∫
ε

1

λ
d (Eλ (xn,δ − x) , A (xn,δ − x)) =

=

M∫
ε

1

λ
d (Eλ (xn,δ − x) , A (xn,δ − x)) 6

1

ε
‖xn,δ − x‖2

A .
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Òåîðåìà 3.8 äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 3.2. Òàê êàê xn,δ = A−1
[
E − (E − aA)kn

]
yδ, òî äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû xn,δ óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ Eεxn,δ = 0, äîñòàòî÷íî ïîòðå-
áîâàòü, ÷òîáû Eεyδ = 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè Eεx = 0 è Eεyδ = 0, òî
èç ñõîäèìîñòè ìåòîäà èòåðàöèé â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ñëåäóåò åãî
ñõîäèìîñòü â îáû÷íîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà H. È, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
îöåíêè ïîãðåøíîñòè íå ïîòðåáóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ èñòîêîïðåäñòà-
âèìîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

3.4. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à èç ïîäðàçäåëà 3.1 . Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä (3.3). Âñå ðåçóëüòàòû ïîäðàçäåëà 3.1 ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî òî÷íîå ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (3.1) èñòîêîïðåäñòàâèìî, ò.å. x = Asz,
s > 0. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ñâåäåíèÿ îá ýëåìåíòå z è ñòåïåíè èñòîêîïðåä-
ñòàâèìîñòè s èìåþòñÿ íå âñåãäà, òî íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ïîäðàçäå-
ëà 3.1 òðóäíî îïðåäåëèòü ÷èñëî èòåðàöèé n, îáåñïå÷èâàþùèõ ñõîäèìîñòü
ìåòîäà (3.3). Òåì íå ìåíåå ýòîò ìåòîä ìîæíî ñäåëàòü âïîëíå ýôôåêòèâ-
íûì, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì îñòàíîâà ïî íåâÿçêå,
àíàëîãè÷íûì [5 � 6].

Îïðåäåëèì ìîìåíò m îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (3.3) óñëîâèåì
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‖Axn,δ − yδ‖ > ε, (n < m) ,
‖Axm,δ − yδ‖ 6 ε.

}
ε = bδ, b > 1. (3.20)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x0,δ íåâÿçêà äîñòà-
òî÷íî âåëèêà, áîëüøå óðîâíÿ îñòàíîâà ε, ò.å. ‖Ax0,δ − yδ‖ > ε. Ïîêàæåì
âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà (3.20) ê ìåòîäó (3.3). Ìåòîä (3.3) ñ

îñòàíîâîì (3.20) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè lim
δ→0

(
inf
m
‖x− xm,δ‖

)
= 0.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé gn (λ) = λ−1
[
1− (1− aλ)kn

]
èç ïîäðàç-

äåëà 3.1 . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ gn (λ) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

sup
06λ6M

|gn (λ)| 6 knα, n > 0, M = ‖A‖ , 0 < a < 2/M, (3.21)

sup
06λ6M

|1− λgn (λ)| 6 1, 0 < a < 2/M, (3.22)

1− λgn (λ)→ 0, n→∞,∀λ ∈ (0,M ] , 0 < α < 2/M, (3.23)

sup
06λ6M

λs |1− λgn (λ)| 6
( s

kαe

)s
n−s,

n > 0, 0 6 s <∞, 0 < α 6
5

4M
. (3.24)

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.1. Ïóñòü A = A∗ > 0, ‖A‖ 6 M . Òîãäà äëÿ ëþáîãî w ∈ H
(E − Agn (A))w → 0, n→∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-

ðàòîðà A =
M∫
0

λdEλ, ãäå Eλ � ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì

(E − Agn (A))w =

M∫
0

(1− λgn (λ)) dEλw =

M∫
0

(1− αλ)kn dEλw.

Òàê êàê ïðè 0 < α < 2/ ‖A‖ , λ ∈ [ε0,M ] èìååì |1− αλ| 6 q < 1, òî∥∥∥∥∥∥
M∫
ε0

(1− αλ)kn dEλw

∥∥∥∥∥∥ 6 qkn

∥∥∥∥∥∥
M∫
ε0

dEλw

∥∥∥∥∥∥ 6 qkn ‖w‖ → 0, n→∞.

Â ñèëó ñâîéñòâ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè∥∥∥∥∥∥
ε0∫

0

(1− αλ)kn dEλw

∥∥∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥∥∥

ε0∫
0

dEλw

∥∥∥∥∥∥ 6 ‖Eε0w‖ → 0, ε0 → 0.

Èòàê, (E − Agn (A))w → 0, n→∞. Ëåììà 3.1 äîêàçàíà. �

Èìååò ìåñòî

Ëåììà 3.2. Ïóñòü A = A∗ > 0, ‖A‖ 6M. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ν ∈ R (A) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ns ‖As (E − Agn (A)) ν‖ → 0, n→∞, 0 6 s <∞. (3.25)
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê (3.24) âåðíî, òî

ns ‖As (E − Agn (A))‖ 6 ns sup
06λ6M

λs |1− λgn (λ)| 6 γs, n > 0,

ãäå γs =
(

s
kαe

)s
. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Áàíàõà�Øòåéíãàóçà [7, c. 151],

ïî êîòîðîé ñõîäèìîñòü Bnu→ Bu ïðè n→∞ äëÿ ∀u ∈ H èìååò ìåñòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî íà íåêîòîðîì
ïëîòíîì â H ïîäìíîæåñòâå è ‖Bn‖ , n = 1, 2, . . . îãðàíè÷åíû íåçàâèñÿ-
ùåé îò n ïîñòîÿííîé. Çäåñü ‖Bn‖ = ns ‖As (E − Agn (A))‖ 6 γs, ò.å.
‖Bn‖ ñîâîêóïíî îãðàíè÷åíû. Â êà÷åñòâå ïëîòíîãî â R (A) ïîäìíîæå-
ñòâà âîçüìåì ìíîæåñòâî R (A) . Ïîëîæèì s1 = s+ 1. Òîãäà äëÿ êàæäî-
ãî ν = Aw ∈ R (A) èìååì

ns ‖As (E − Agn (A)) ν‖ = ns
∥∥As+1 (E − Agn (A))w

∥∥ 6
6 ns

(
s+ 1

kαe

)s+1

n−(s+1) ‖w‖ = γs1n
−1 ‖w‖ → 0, n→∞,

òàê êàê s1 <∞. Ëåììà 3.2 äîêàçàíà. �

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 3.3. Ïóñòü A = A∗ > 0, ‖A‖ 6M. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ np <
< n = const è ν0 ∈ R (A) ïðè p → ∞ èìååì wp = A

(
E −Agnp (A)

)
ν0 → 0,

òî νp =
(
E − Agnp (A)

)
ν0 → 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñèëó (3.22) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü νp îãðàíè÷åíà ‖νp‖ 6 ‖ν0‖,

p ∈ N . Ïîýòîìó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ìîæíî èçâëå÷ü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü
νp− → ν (p ∈ N ′ ⊆ N) , òîãäà Avp− → Aν (p ∈ N ′) . Íî ïî óñëîâèþ
wp = Avp → 0, p → ∞, ñëåäîâàòåëüíî, Av = 0. Ïîñêîëüêó íóëü íå
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà À, òî ν = 0. Òîãäà

‖νp‖2 =
(
νp,
(
E − Agnp (A) ν0

))
= (νp, ν0)−

(
νp, Agnp (A) ν0

)
=

= (νp, ν0)−
(
Aνp, gnp (A) ν0

)
=

= (νp, ν0)−
(
wp, gnp (A) ν0

)
→ (ν, ν0) = 0,

òàê êàê wp → 0, ν = 0 è ïî óñëîâèþ (3.21)∥∥gnp (A)
∥∥ 6 αknp < αkn.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖νp‖ → 0. Èòàê, âñÿêàÿ ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü óêàçàííîé âûøå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè νp ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïî íîðìå. Ñëåäîâàòåëüíî, è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
νp → 0, p→∞ . Ëåììà 3.3 äîêàçàíà. �

Èñïîëüçóåì äîêàçàííûå ëåììû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü A = A∗ > 0, ‖A‖ 6 M è ïóñòü ìîìåíò îñòà-
íîâà m = m (δ) â ìåòîäå (3.3) âûáèðàåòñÿ ïî ïðàâèëó (3.20). Òîãäà
ìåòîä (3.3) ñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç ïîäðàçäåëà 3.1 ñëåäóåò, ÷òî

xn,δ = A−1
[
E − (E − αA)kn

]
yδ.

Òîãäà,

xn,δ − x = gn (A) (yδ − y)− (E − Agn (A))x. (3.26)

Îòñþäà

Axn,δ − yδ = −A (E − Agn (A))x− (E − Agn (A)) (yδ − y) . (3.27)

Â ñèëó ëåìì 3.1 è 3.2 èìååì

‖(E − Agn (A))x‖ → 0, n→∞, (3.28)

σn = n ‖A (E − Agn (A))x‖ → 0, n→∞. (3.29)

Êðîìå òîãî, èç (3.21) è (3.22) ñëåäóåò, ÷òî

‖gn (A) (yδ − y)‖ 6 kαnδ, (3.30)

‖E − Agn (A)‖ 6 1. (3.31)

Ïðèìåíèì ïðàâèëî îñòàíîâà (3.20). Òîãäà

‖Axm,δ − yδ‖ 6 bδ, b > 1
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è èç (3.27) è (3.31) ïîëó÷èì

‖A (E − Agm (A))x‖ 6 ‖Axm,δ − yδ‖+

+ ‖(E − Agm (A)) (yδ − y)‖ 6 (b+ 1) δ. (3.32)

Äëÿ ëþáûõ n < m ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ‖Axn,δ − yδ‖ > ε. Ïîýòîìó

‖A (E − Agn (A))x‖ > ‖Axn,δ − yδ‖−
−‖(E − Agn (A)) (y − yδ)‖ > (b− 1) δ.

Èòàê, äëÿ ëþáûõ n < m

‖A (E − Agn (A))x‖ > (b− 1) δ. (3.33)

Èç (3.29) è (3.33) ïðè n = m− 1 ïîëó÷àåì

σm−1

m− 1
= ‖A (E − Agn (A))x‖ > (b− 1) δ

èëè, ÷òî òî æå,

(m− 1) δ 6
σm−1

b− 1
→ 0, δ → 0,

(òàê êàê èç (3.29) σm → 0,m→∞). Åñëè ïðè ýòîì m→∞ ïðè δ → 0,
òî èñïîëüçóÿ (3.26), ïîëó÷èì

‖xm,δ − x‖ 6 ‖(E − Agn (A))x‖+ ‖gm (A) (yδ − y)‖ 6
6 ‖(E − Agn (A))x‖+ kαmδ → 0,m→∞, δ → 0,
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òàê êàê èç (3.28) ‖(E − Agn (A))x‖ → 0,m→∞.
Åñëè æå äëÿ íåêîòîðûõ δn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m (δn) îêàæåòñÿ îãðà-

íè÷åííîé, òî è â ýòîì ñëó÷àå xm(δn),δn → x, δn → 0. Äåéñòâèòåëüíî,
èç (3.32) âûïîëíÿåòñÿ∥∥A (E − Agm(δn) (A)

)
x
∥∥ 6 (b+ 1) δn → 0, δn → 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì A
(
E − Agm(δn) (A)

)
x→ 0, δn → 0 è ïî ëåììå 3.3

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè δn → 0
(
E − Agm(δn) (A)

)
x→ 0. Îòñþäà∥∥xm(δn),δn − x

∥∥ 6 ∥∥(E − Agm(δn)(A)
)
x
∥∥+ kαm (δn) δn → 0, δn → 0.

Òåîðåìà 3.9 äîêàçàíà. �

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.9 è ïóñòü
x = Asz, s > 0, òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

m(δ) 6 1 +
s+ 1

kαe

[
‖z‖

(b− 1)δ

]1/(s+1)

,∥∥xm(δ),δ − x
∥∥ 6 [(b+ 1)δ]s/(s+1) ‖z‖1/(s+1) +

+kα

{
1 +

s+ 1

kαe

[
‖z‖

(b− 1)δ

]1/(s+1)
}
δ. (3.34)

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Èìååì

‖A (E − Agm−1 (A))x‖ =
∥∥As+1 (E − Agm−1 (A)) z

∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
M∫

0

λs+1(1− αλ)k(m−1)dEλz

∥∥∥∥∥∥ 6 (s+ 1)s+1 [k(m− 1)αe]−(s+1) ‖z‖ .

Âîñïîëüçîâàâøèñü (3.33),ïîëó÷èì

(b− 1)δ 6 (s+ 1)s+1 [k(m− 1)αe]−(s+1) ‖z‖ ,

îòêóäà

m 6 1 +
s+ 1

kαe

[
‖z‖

(b− 1)δ

]1/(s+1)

.

Ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà ìîìåíòîâ îöåíèì

‖(E − Agm (A))x‖ = ‖As (E − Agm (A)) z‖ 6

6
∥∥As+1 (E − Agm (A)) z

∥∥s/(s+1) ‖(E − Agm (A)) z‖1/(s+1) 6

6 ‖A (E − Agm (A))x‖s/(s+1) ‖z‖1/(s+1) 6 [(b+ 1)δ]s/(s+1) ‖z‖1/(s+1)

(ñì. (3.32)). Òîãäà, ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèå (3.26) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþ-
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áûõ n, òî

‖xm,δ − x‖ 6 ‖(E − Agm (A))x‖+ ‖gm(A)(yδ − y)‖ 6
6 [(b+ 1)δ]s/(s+1) ‖z‖1/(s+1) + kmαδ 6

6 [(b+ 1)δ]s/(s+1) ‖z‖1/(s+1) + kα

{
1 +

s+ 1

kαe

[
‖z‖

(b− 1)δ

]1/(s+1)
}
δ.

Òåîðåìà 3.10 äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 3.3. Ïîðÿäîê îöåíêè (3.34) åñòü O
(
δs/(s+1)

)
è, êàê ñëå-

äóåò èç [6], îí îïòèìàëåí â êëàññå çàäà÷ ñ èñòîêîïðåäñòàâèìûìè ðå-
øåíèÿìè x = Asz, s > 0.

Çàìå÷àíèå 3.4. Õîòÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 3.10 äàåòñÿ ñ óêàçà-
íèÿìè ñòåïåíè èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè s è èñòîêîïðåäñòàâëÿþùåãî
ýëåìåíòà z, íà ïðàêòèêå èõ çíà÷åíèå íå ïîòðåáóåòñÿ, òàê êàê îíè íå
ñîäåðæàòñÿ â ïðàâèëå îñòàíîâà (3.20). È òåì íå ìåíåå â òåîðåìå 3.10
óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî áóäåò àâòîìàòè÷åñêè âûáðàíî êîëè÷åñòâî èòåðà-
öèé m, îáåñïå÷èâàþùåå îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè. Íî äàæå
åñëè èñòîêîïðåäñòàâèìîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ îòñóòñòâóåò, îñòàíîâ
ïî íåâÿçêå (3.20), êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà 3.9, îáåñïå÷èâàåò ñõîäè-
ìîñòü ìåòîäà, ò.å. åãî ðåãóëÿðèçóþùèå ñâîéñòâà.
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3.5. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì äëÿ
óðàâíåíèé ñ íåñàìîñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòîðîì

Êàê èçâåñòíî [8], óðàâíåíèå Ax = y ñ äåéñòâóþùèì â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå H îïåðàòîðîì, íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì ñàìîñîïðÿ-
æåííîñòè èëè ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ A∗Ax = A∗y óæå ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì
è ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì A∗A. Ïðèìåíåíèå âûøåîïèñàííûõ ðå-
çóëüòàòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòàì äëÿ
óðàâíåíèé Ax = y óæå ñ ïðîèçâîëüíûì äåéñòâóþùèì â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîì A.

Ðåøàåì óðàâíåíèå (3.1) ñ íåñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì A. Èñïîëü-
çóåì ÿâíóþ ñõåìó ìåòîäà èòåðàöèé

xn+1 = (E − αA∗A)k xn + (A∗A)−1
[
E − (E − αA∗A)k

]
A∗y,

k ∈ N, x0 ∈ H, 0 < α 6 5
4‖A∗A‖ .

(3.35)

Çäåñü îïåðàòîð (A∗A)−1, ôèãóðèðóþùèé â (3.35), íå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû (3.35) íåîáõîäèìî åãî çíàòü � íóæíî çàìåòèòü,
÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê âî âòîðîì ñëàãàåìîì îí ñîêðàùàåòñÿ è âåñü
îïåðàòîð â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò îïåðàòîðà A∗A

C1
kαE − C2

kα
2A∗A+ C3

kα
3 (A∗A)2 − . . .− (−1)kαk (A∗A)k−1
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Â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü y óðàâíåíèÿ (3.1) èçâåñòíà ïðèáëèæåí-
íî, ‖y − yδ‖ 6 δ, ìåòîä (3.35) ïðèìåò âèä

zn+1 = (E − αA∗A)k zn + (A∗A)−1
[
E − (E − αA∗A)k

]
A∗yδ+

+ (E − αA∗A)k un,

k ∈ N, z0 ∈ H, 0 < α 6
5

4 ‖A∗A‖
. (3.36)

Çäåñü un � îøèáêè âû÷èñëåíèÿ èòåðàöèé, ‖un‖ 6 β. Èñïîëüçîâàíî ðà-
âåíñòâî A∗Ax = A∗y. Îáîçíà÷èì

C = (E − αA∗A)k , B = (A∗A)−1
[
E − (E − αA∗A)k

]
A∗,

òîãäà ìåòîä (3.36) çàïèøåòñÿ â âèäå zn+1 = Czn + Byδ + Cun. Äëÿ ïðî-
ñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ‖A‖ = 1.

Îïðåäåëèì ìîìåíò m îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà óñëîâèåì

‖zn − zn+1‖ > ε, (n < m),
‖zm − zm+1‖ 6 ε,

}
(3.37)

ãäå ε � çàäàííîå äî íà÷àëà âû÷èñëåíèé ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (óðîâåíü
îñòàíîâà). Àíàëîãè÷íî [9] äîêàæåì, ÷òî ìåòîä (3.36) ñ ïðàâèëîì îñòàíî-
âà (3.37) ñõîäèòñÿ, è ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ìîìåíòà îñòàíîâà. Ñïðàâåäëè-
âû ëåììû.
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Ëåììà 3.4. Ïóñòü ïðèáëèæåíèå wn îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

w0 = z0, wn+1 = Cwn +By + Cun, n > 0, (3.38)

òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=0

‖wk − wk+1 + Cuk‖2 6 ‖w0 − x‖2 +
n−1∑
k=0

‖Cuk‖2 . (3.39)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç (3.38) èìååì Cuk = wk+1 − Cwk − By. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ðàâåí-

ñòâî A∗Ax = A∗y, ïîëó÷èì

uk = C−1wk+1 − wk − C−1By = C−1wk+1 − wk−

− (E − αA∗A)−k (A∗A)−1
[
E − (E − αA∗A)k

]
A∗y = C−1wk+1−

−wk − (E − αA∗A)−k (A∗A)−1
[
E − (E − αA∗A)k

]
A∗Ax =

= C−1wk+1 − wk − C−1(E − C)x = C−1wk+1 − wk − C−1x+ x =

= C−1(wk+1 − x)− (wk − x).

Îáîçíà÷èì ∆k = wk − x, òîãäà uk = C−1∆k+1 −∆k, îòêóäà

Cuk = ∆k+1 − C∆k.
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Èìååì
n−1∑
k=0

‖Cuk‖2 =
n−1∑
k=0

(∆k+1 − C∆k,∆k+1 − C∆k) =

=
n∑
k=1

(∆k,∆k) +
n−1∑
k=0

(C∆k, C∆k)− 2
n−1∑
k=0

(∆k+1, C∆k) =

=
n∑
k=1

(∆k,∆k) +
n−1∑
k=0

(C∆k, C∆k)− 2
n−1∑
k=0

(
C

1
2∆k+1, C

1
2∆k

)
. (3.40)

Îöåíèâàÿ àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷à-
ñòè (3.40) ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

n−1∑
k=0

‖Cuk‖2 >
n∑
k=1

(∆k,∆k) +
n−1∑
k=0

(C∆k, C∆k)−

−2

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

} 1
2
{

n∑
k=1

(C∆k,∆k)

} 1
2

, n > 1. (3.41)

Ïîêàæåì, ÷òî (E − C)∆k = wk − wk+1 + Cuk, k > 0. Èìååì

Cuk = ∆k+1 − C∆k,∆k + Cuk = ∆k + ∆k+1 − C∆k,

òîãäà

∆k + Cuk = (E − C)∆k + ∆k+1, wk − x+ Cuk = (E − C)∆k + wk+1 − x,
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îòñþäà ñïðàâåäëèâî, ÷òî

(E − C)∆k = wk − wk+1 + Cuk, k > 0. (3.42)

Çàïèøåì íåðàâåíñòâî (3.41) â âèäå

n−1∑
k=0

‖Cuk‖2 >
n∑
k=1

(∆k,∆k) +
n−1∑
k=0

(C∆k, C∆k)−

−2

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

} 1
2
{

n∑
k=1

(C∆k,∆k)

} 1
2

=

= −(∆0,∆0) +
n∑
k=0

(∆k,∆k) +
n∑
k=0

(C∆k, C∆k)− (C∆n, C∆n)−

−2
n∑
k=0

(C∆k,∆k) + 2
n∑
k=0

(C∆k,∆k)−

−2

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

} 1
2
{

n∑
k=1

(C∆k,∆k)

} 1
2

= −(∆0,∆0)+

+2
n∑
k=0

(C∆k,∆k) +
n∑
k=0

((E − C)∆k, (E − C)∆k)−
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−(C∆n, C∆n)− 2

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

} 1
2
{

n∑
k=1

(C∆k,∆k)

} 1
2

=

= −(∆0,∆0) +
n∑
k=0

((E − C)∆k, (E − C)∆k) + γn,

ãäå

γn = 2
n∑
k=0

(C∆k,∆k)− (C∆n, C∆n)−

−2

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

} 1
2
{

n∑
k=1

(C∆k,∆k)

} 1
2

.

Äîêàæåì, ÷òî γn > 0 ïðè ëþáûõ ∆1, ∆2, ..., ∆n. Äëÿ ýòîãî ñíà÷à-
ëà äîêàæåì íåðàâåíñòâî: (C∆n, C∆n) 6 (C∆n,∆n). Åìó ðàâíîñèëüíî

íåðàâåíñòâî: ‖C∆n‖2 6
∥∥C1/2∆n

∥∥2
. Òàê êàê

‖C‖ =
∥∥∥(E − αA∗A)k

∥∥∥ = sup
λ
|1− αλ|k = 1,

òî èìååì

‖C∆n‖ 6
∥∥∥C1/2

∥∥∥ ∥∥∥C1/2∆n

∥∥∥ =
∥∥∥C1/2∆n

∥∥∥ .
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Ïîýòîìó (C∆n, C∆n) 6 (C∆n,∆n). Ñëåäîâàòåëüíî,

γn > 2
n∑
k=0

(C∆k,∆k)− (C∆n,∆n)−

−2

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

} 1
2
{

n∑
k=1

(C∆k,∆k)

} 1
2

Ïîêàæåì, ÷òî

2
n∑
k=0

(C∆k,∆k)− (C∆n,∆n)− 2

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

} 1
2

×

×

{
n∑
k=1

(C∆k,∆k)

} 1
2

> 0. (3.43)

Â ñàìîì äåëå, íåðàâåíñòâî (3.43) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

2
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k) + 2(C∆n,∆n)− 2

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

} 1
2

×

×

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k) + (C∆n,∆n)− (C∆0,∆0)

} 1
2

− (C∆n,∆n) > 0,
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êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî òàêîìó

2
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k) + (C∆n,∆n) > 2

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

} 1
2

×

×

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k) + (C∆n,∆n)− (C∆0,∆0)

} 1
2

.

Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïîëó÷èì

4

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)

}2

+ 4
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)(C∆n,∆n) +

+(C∆n,∆n)
2 > 4

n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)×

×

{
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k) + (C∆n,∆n)− (C∆0,∆0)

}
.

Ïðèøëè ê î÷åâèäíîìó íåðàâåíñòâó

4
n−1∑
k=0

(C∆k,∆k)(C∆0,∆0) + (C∆n,∆n)
2 > 0,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (3.43) ñïðàâåäëèâî â âèäó ðàâíîñèëüíîñòè íåðà-
âåíñòâ. (Çäåñü âîçâåäåííîå â êâàäðàò íåðàâåíñòâî íà ñàìîì äåëå ñîäåð-
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æàëî ëèøü ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû). Ñëåäîâàòåëüíî, γn > 0. Îòñþäà,

n−1∑
k=0

‖Cuk‖2 > −(∆0,∆0) +
n∑
k=0

((E − C)∆k, (E − C)∆k).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.42), ïîëó÷èì

n−1∑
k=0

‖Cuk‖2 > −(∆0,∆0) +
n∑
k=0

‖wk − wk+1 + Cuk‖2 ,

îòêóäà âûïîëíÿåòñÿ

n∑
k=0

‖wk − wk+1 + Cuk‖2 6 ‖w0 − x‖2 +
n−1∑
k=0

‖Cuk‖2 .

Ëåììà 3.4 äîêàçàíà. �

Èìååò ìåñòî

Ëåììà 3.5. Ïðè ëþáîì w0 ∈ H è ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îøèáîê {un} , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖un‖ 6 β, âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

lim
n→∞
‖wn − wn+1‖ 6 2 ‖C‖ β. (3.44)

Äîêàçàòåëüñòâî.
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lim
n→∞
‖wn − wn+1‖ 6 lim

n→∞
‖wn − wn+1 + Cun‖+ ‖C‖ β 6 ‖C‖ β+

+ lim
n→∞

{
1

n

n−1∑
k=0

‖wk − wk+1 + Cuk‖2

} 1
2

6

6 lim
n→∞

{
1

n
‖w0 − x‖2 +

1

n

n−1∑
k=0

‖Cuk‖2

} 1
2

+ ‖C‖ β 6

6 lim
n→∞

{
1

n
‖w0 − x‖2 +

1

n
n ‖C‖2 β2

} 1
2

+ ‖C‖ β = 2 ‖C‖ β,

òàê êàê lim
n→∞

1
n ‖w0 − x‖2 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò (3.44).

Ëåììà (3.5) äîêàçàíà. �

Îáå ëåììû áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü óðîâåíü îñòàíîâà ε = ε(δ, β) âûáèðàåòñÿ êàê
ôóíêöèÿ îò óðîâíåé δ è β íîðì ïîãðåøíîñòåé y − yδ è un. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) åñëè ε(δ, β) > 2 ‖C‖ β, òî ìîìåíò îñòàíîâà m îïðåäåë¼í ïðè ëþ-
áîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè z0 ∈ H è ëþáûõ yδ è un, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèÿì ‖y − yδ‖ 6 δ, ‖un‖ 6 β;
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á) åñëè ε(δ, β) > ‖B‖ δ + 2 ‖C‖ β, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

m 6
‖z0 − x‖2

(ε− ‖B‖ δ − 2 ‖C‖ β) (ε− ‖B‖ δ)
;

â) åñëè, êðîìå òîãî, ε(δ, β)→ 0, δ, β → 0 è

ε(δ, β) > d ( ‖B‖ δ + ‖C‖ βp) ,

ãäå d > 1, p ∈ (0, 1), òî lim
δ,β→0

‖zm − x‖ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
à) Ïî èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî

zn = Cnz0 + C
n−1∑
k=0

Ck
(
C−1Byδ + un−k−1

)
. (3.45)

Ïðè n = 1 èç zn = Czn−1 +Byδ + Cun−1 èìååì

z1 = Cz0 +Byδ + Cu0,

èç (3.45) ïîëó÷èì òîæå ñàìîå, ò.å. ïðè n = 1 ôîðìóëà (3.45) âåðíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (3.45) âåðíà ïðè n = p, ò.å.

zp = Cpz0 + C

p−1∑
k=0

Ck
(
C−1Byδ + up−k−1

)
,
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è äîêàæåì åå ñïðàâåäëèâîñòü ïðè n = p+ 1. Èìååì

zp+1 = Czp +Byδ + Cup =

= C

[
Cpz0 + C

p−1∑
k=0

Ck
(
C−1Byδ + up−k−1

)]
+Byδ + Cup =

= Cp+1z0 + C2
(
C−1Byδ + up−1 + CC−1Byδ +

+Cup−2 + ...+ Cp−1C−1Byδ + Cp−1u0) +Byδ + Cup = Cp+1z0+

+C
(
Byδ + Cup−1 + CByδ + C2up−2 + ...+ Cp−1Byδ+

+Cpu0 + C−1Byδ + up
)

= Cp+1z0 + C

p∑
k=0

Ck
(
C−1Byδ + up−k

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü (3.45) äîêàçàíà. Îòñþäà

wn = Cnw0 + C
n−1∑
k=0

Ck
(
C−1By + un−k−1

)
=

= Cnw0 +
n−1∑
k=0

CkBy + C
n−1∑
k=0

Ckun−k−1 =

= Cnw0 +
(
E + C + C2 + ...+ Cn−1

)
By + C

n−1∑
k=0

Ckun−k−1 =
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= Cnw0 + C

n−1∑
k=0

Ckun−k−1 + (E − Cn) (E − C)−1 (A∗A)−1 (E−

−C)A∗y = Cnw0 + A−1 (E − Cn) y + C

n−1∑
k=0

Ckun−k−1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî z0 = w0, ïîëó÷èì

zn − zn+1 = Cnz0 + A−1 (E − Cn) yδ + C
n−1∑
k=0

Ckun−k−1 − Cn+1z0−

−A−1
(
E − Cn+1

)
yδ − C

n∑
k=0

Ckun−k = Cnw0 + A−1 (E − Cn) y−

−A−1 (E − Cn) y + A−1 (E − Cn) yδ + C
n−1∑
k=0

Ckun−k−1 − Cn+1w0−

−A−1
(
E − Cn+1

)
y + A−1

(
E − Cn+1

)
y − A−1

(
E − Cn+1

)
yδ−

−C
n∑
k=0

Ckun−k = wn − wn+1 − A−1 (E − Cn) (y − yδ)+

+A−1
(
E − Cn+1

)
(y − yδ) = wn − wn+1+

+A−1
[
(y − yδ)− Cn+1(y − yδ)− (y − yδ) + Cn(y − yδ)

]
=

= wn − wn+1 + A−1
(
Cn − Cn+1

)
(y − yδ) = wn − wn+1+

+A−1(E − C)Cn(y − yδ) = wn − wn+1 +BCn(y − yδ). (3.46)
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Ñëåäîâàòåëüíî,

‖zn − zn+1‖ 6 ‖wn − wn+1‖+ ‖BCn(y − yδ)‖ . (3.47)

Îáîçíà÷èì σ = B(y − yδ), òîãäà ïðè óñëîâèè

0 < αλ 6 5/4, λ ∈ [0, 1]

ïîëó÷èì
‖BCn(y − yδ)‖ = ‖Cnσ‖ → 0, n→∞.

Ïîýòîìó (ñì. ëåììó 3.5)

lim
n→∞
‖zn − zn+1‖ = lim

n→∞
‖wn − wn+1‖ 6 2 ‖C‖ β.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèåì ε(δ, β) > 2 ‖C‖ β ìîìåíò îñòàíîâàm îïðåäåëåí
ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè z0 ∈ H è ëþáûõ yδ, ‖y − yδ‖ 6 δ
è un, ‖un‖ 6 β.

á) Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.38) è îïðåäåëèì ìîìåíò îñòà-
íîâà m′ óñëîâèåì

‖wn − wn+1‖ > ε− ‖B‖ δ, (n < m′),
‖wm′ − wm′+1‖ 6 ε− ‖B‖ δ.

}
(3.48)

Èç (3.47) ñëåäóåò, ÷òî m 6 m′. Èç ëåììû 3.4 ïðè n = m′ ïîëó÷èì

m′∑
k=0

‖wk − wk+1 + Cuk‖2 6 ‖w0 − x‖2 +
m′−1∑
k=0

‖Cuk‖2 ,
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ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî

m′−1∑
k=0

‖wk − wk+1 + Cuk‖2 6 ‖w0 − x‖2 +
m′−1∑
k=0

‖Cuk‖2 .

Îòñþäà ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

m′−1∑
k=0

(‖wk − wk+1‖ − ‖C‖ β)2 6 ‖w0 − x‖2 +
m′−1∑
k=0

‖Cuk‖2 .

Òàê êàê ïî (3.48) ïðè n < m′ èìååì ‖wn − wn+1‖ > ε− ‖B‖ δ, òî

m′ (ε− ‖B‖ δ − ‖C‖ β)2 6 ‖w0 − x‖2 +m′ ‖C‖2 β2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî w0 = z0 è m 6 m′, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì

m 6 m′ 6
‖z0 − x‖2

(ε− ‖B‖ δ − ‖C‖ β)2 − ‖C‖2 β2
=

=
‖z0 − x‖2

(ε− ‖B‖ δ − 2 ‖C‖ β) (ε− ‖B‖ δ)

â) Äîêàæåì, ÷òî

x = Cnx+
n−1∑
k=0

BCky. (3.49)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (3.49) âåðíà, òîãäà èìååì

x− Cnx =
n−1∑
k=0

BCky, (E − Cn) x =
n−1∑
k=0

BCky,

(E − Cn) x = B
(
E + C + C2 + ...+ Cn−1

)
y, (E − Cn) x =

= A−1 (E −C) (E − Cn) (E − C)−1 y,

(E − Cn) x = (E − Cn)A−1y, (E − Cn) x = (E − Cn) x. (3.50)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå âåðíî è ôîðìóëà (3.49) äîêàçàíà.
Èç (3.45) âû÷òåì (3.49), ïîëó÷èì

zn − x = Cn(z0 − x) + C
n−1∑
k=0

Ck
[
C−1B(yδ − y) + un−k−1

]
. (3.51)

Îòñþäà ∆n = Cn∆0 + C
n−1∑
k=0

Ck
[
C−1B(yδ − y) + un−k−1

]
, ãäå

∆n = zn − x è ∆0 = z0 − x. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖∆n‖ 6 ‖Cn∆0‖+ (‖B‖ δ + ‖C‖ β)n. (3.52)

Â ÷àñòíîñòè, (3.52) ñïðàâåäëèâà è ïðè n = m. Åñëè m → ∞ ïðè
ε, δ, β → 0, òîãäà, êàê ïîêàçàíî ðàíåå, ‖Cm∆0‖ → 0,m→∞. Ïîýòîìó
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

‖zm − x‖ → 0, δ → 0, β → 0
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äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

m (‖B‖ δ + ‖C‖ β)→ 0,m→∞, δ → 0, β → 0.

Èç (3.51)

zn − zn+1 = (zn − x)− (zn+1 − x) = Cn(z0 − x)+

+C
n−1∑
k=0

Ck
[
C−1B(yδ − y) + un−k−1

]
− Cn+1(z0 − x)−

−C
n∑
k=0

Ck
[
C−1B(yδ − y) + un−k

]
= Cn(E − C)(z0 − x)+

+
n−1∑
k=0

CkB(yδ − y) + C
n−1∑
k=0

Ckun−k−1 −
n∑
k=0

CkB(yδ − y)−

−C
n∑
k=0

Ckun−k = Cn(E − C)(z0 − x)− CnB(yδ − y)+

+C
(
un−1 + Cun−2 + C2un−3 + ...+ Cn−1u0

)
−

−C
(
un + Cun−1 + C2un−2 + ...+ Cnu0

)
=

= Cn(E − C)(z0 − x)− Cun − CnB(yδ − y)+

+C
[
(un−1 − Cun−1) +

(
Cun−2 − C2un−2

)
+ ...+

(
Cn−1u0 − Cnu0

) ]
.
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Îòñþäà ïîëó÷èì

zn − zn+1 = Cn(E − C)(z0 − x)− CnB(yδ − y)− Cun+

+C
n−1∑
k=0

Ck(E − C)un−k−1. (3.53)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 0 < α 6 5/4

‖Cn(E − C)‖ 6 1

n+ 1
. (3.54)

Èç (3.53) ïðè n = m− 1 ïîëó÷èì

‖zm−1 − zm‖ 6
∥∥∥C(m−1)/2C(m−1)/2(E − C)(z0 − x)

∥∥∥+

+
∥∥Cm−1B(yδ − y)

∥∥+ ‖Cum−1‖+

∥∥∥∥∥C
m−2∑
k=0

Ck(E − C)um−k−2

∥∥∥∥∥ 6
6
∥∥∥C(m−1)/2(E − C)

∥∥∥ ∥∥∥C(m−1)/2(z0 − x)
∥∥∥+ ‖B‖ δ + ‖C‖ β+

+ ‖C‖ β
m−2∑
k=0

1

k + 1
6

2

m

∥∥∥C(m−1)/2(z0 − x)
∥∥∥+ ‖B‖ δ+

+ ‖C‖ β(2 + lnm),

òàê êàê
m−1∑
k=1

1
k 6 1 + lnm [10, ñ. 16].
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Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû

ε(δ, β) > d (‖B‖ δ + ‖C‖ βp) d > 1, p ∈ (0, 1),

òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ, β âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ε(δ, β) > ‖B‖ δ + 2 ‖C‖ β, ïîýòîìó èç á) ïîëó÷èì

m 6 ‖z0 − x‖2 [(ε− ‖B‖ δ − 2 ‖C‖ β) (ε− ‖B‖ δ)]−1 .

Òàê êàê ‖zm−1 − zm‖ > ε, òî èìååì

ε 6
2

m

∥∥∥C(m−1)/2(z0 − x)
∥∥∥+ ‖B‖ δ + ‖C‖ (2 + lnm)β.

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

m 6
2
∥∥C(m−1)/2(z0 − x)

∥∥
ε− ‖B‖ δ − ‖C‖β

{
2 + ln

(
‖z0 − x‖2 [(ε− ‖B‖ δ − 2 ‖C‖β) (ε− ‖B‖ δ)]−1

)} .
Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà

‖B‖ δ + ‖C‖ β,
ïîëó÷èì

m (‖B‖ δ + ‖C‖β) 6

6
2
∥∥C(m−1)/2(z0 − x)

∥∥ (‖B‖ δ + ‖C‖β)

ε− ‖B‖ δ − ‖C‖β
{

2 + ln
(
‖z0 − x‖2 [(ε− ‖B‖ δ − 2 ‖C‖β) (ε− ‖B‖ δ)]−1

)} .
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Ïðè m → ∞ ìíîæèòåëü
∥∥C(m−1)/2(z0 − x)

∥∥ → 0, è ïðè δ, β → 0
äðîáü

2 (‖B‖ δ + ‖C‖ β)

ε− ‖B‖ δ − ‖C‖ β
[
2 + ln ‖z0−x‖2

(ε−‖B‖δ−2‖C‖β)(ε−‖B‖δ)

]
îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó ïðè m → ∞, δ, β → 0 m (‖B‖ δ + ‖C‖ β) → 0.
Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (3.52) ïðè m→∞ âûïîëíÿåòñÿ

lim
δ → 0
β → 0

‖∆m‖ = lim
δ → 0
β → 0

‖zm − x‖ 6

6 lim
δ → 0
β → 0

( ‖Cm∆0‖+m (‖B‖ δ + ‖C‖ β)) = 0.

Òåîðåìà 3.11 äîêàçàíà. �

Ñðàâíåíèå ìåòîäà (3.3) ñ ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè [2�3,5�6] ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ïî ìàæîðàíòíûì îöåíêàì ïîãðåøíîñòè ýòè ìåòîäû îäèíà-
êîâû. Îäíàêî ìåòîä (3.3) èìååò ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì
ïðîñòîé èòåðàöèè â ñëåäóþùåì: âûïîëíåíèå îäíîãî øàãà èòåðàöèé ïî
ìåòîäó (3.3) ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ k øàãîâ ïî ìåòîäó ïðîñòîé èòå-
ðàöèè.
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4 ÌÅÒÎÄ ÈÒÅÐÀÖÈÉ ÍÅßÂÍÎÃÎ ÒÈÏÀ ÐÅØÅÍÈß
ÍÅÊÎÐÐÅÊÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×

4.1. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà â ñëó÷àå àïðèîðíîãî âûáîðà ÷èñëà
èòåðàöèé

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH ðåøàåòñÿ îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå I ðî-
äà

Ax = y (4.1)

ñ ïîëîæèòåëüíûì îãðàíè÷åííûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì A, äëÿ
êîòîðîãî íóëü íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Îäíàêî ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî íóëü ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îïåðàòîðà A, ïîýòîìó çàäà÷à (4.1)
íåóñòîé÷èâà è, ñëåäîâàòåëüíî, íåêîððåêòíà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåä-
ëàãàåòñÿ íåÿâíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä(

E + αAk
)
xn+1 =

(
E − αAk

)
xn + 2αAk−1y, x0 = 0, kεN. (4.2)

Ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ x óðàâ-
íåíèÿ (4.1) ïðè òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè y, èùåì åãî ïðèáëèæåíèå xn,δ ïðè
ïðèáëèæåííîé ïðàâîé ÷àñòè yδ, ‖y − yδ‖ 6 δ. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä (4.2)
ïðèìåò âèä(

E + αAk
)
xn+1,δ =

(
E − αAk

)
xn,δ + 2αAk−1yδ, x0,δ = 0, kεN. (4.3)

Íèæå, ïîä ñõîäèìîñòüþ ìåòîäà (4.3) ïîíèìàåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì,
÷òî ïðèáëèæåíèÿ (4.3) ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïîäõîäÿò ê òî÷íîìó ðåøå-
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íèþ x óðàâíåíèÿ (4.1) ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå n è äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ,
ò.å. åñëè

lim
δ→0

(
inf
n

(‖x− xn,δ‖)
)

= 0.

Òåîðåìà 4.1. Èòåðàöèîííûé ìåòîä (4.2) ïðè óñëîâèè α > 0 ñõî-
äèòñÿ â èñõîäíîé íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî èíäóêöèè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

xn = A−1
[
E −

(
E − αAk

)n(
E − αAk

)−n]
y.

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

A =
M∫
0

λ dEλ (M = ‖A‖, Eλ � ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ), èìååì

x− xn = A−1
(
E − αAk

)n(
E + αAk

)−n
y =

=

M∫
0

λ−1

(
1− αλk

1 + αλk

)n
dEλy =

ε∫
0

λ−1

(
1− αλk

1 + αλk

)n
dEλy+

+

M∫
ε

λ−1

(
1− αλk

1 + αλk

)n
dEλy.
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Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè λ ∈ (0,M ] âûïîëíÿëîñü

α > 0 (4.4)

Òîãäà

∣∣∣∣1− αλk1 + αλk

∣∣∣∣ 6 q < 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

∥∥∥∥∥∥
M∫
ε

λ−1

(
1− αλk

1 + αλk

)n
dEλy

∥∥∥∥∥∥ 6 qn

∥∥∥∥∥∥
M∫
ε

λ−1 dEλy

∥∥∥∥∥∥ =

= qn

∥∥∥∥∥∥
M∫
ε

dEλy

∥∥∥∥∥∥ 6 qn‖x‖ → 0, n→∞.

∥∥∥∥∥∥
ε∫

0

λ−1

(
1− αλk

1 + αλk

)n
dEλy

∥∥∥∥∥∥ 6
∥∥∥∥∥∥

ε∫
0

dEλy

∥∥∥∥∥∥ = ‖Eεx‖ → 0,

òàê êàê ïðè ε → 0 Eε ñèëüíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó ñâîéñòâ ñïåê-
òðàëüíîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè (4.4) ìå-
òîä (4.2) ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà. �

Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ê íóëþ ‖x− xn‖ íåèçâåñòíà è ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî ìàëîé. Äëÿ åå îöåíêè ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíå-
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íèÿ (4.1) èñòîêîîáðàçíî ïðåäñòàâèìî, ò. å. ÷òî x = Asz, s > 0 . Òîãäà

x− xn =

M∫
0

λs
(

1− αλk

1 + αλk

)n
dEλz.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èç [12], ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè:

|f(λ)| =
∣∣∣∣λs(1− αλk

1 + αλk

)n∣∣∣∣ 6 ∣∣∣λs(1− αλk)n∣∣∣ 6 ss/k(knαe)−s/k.

Îòñþäà ‖x− xn‖ 6 ss/k(knαe)−s/k‖z‖ .
Íî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ëîêàëüíûé ìàêñèìóì âíóòðè [0,M ] íå áó-

äåò ÿâëÿòüñÿ ãëîáàëüíûì, ïîýòîìó áóäåì ó÷èòûâàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè
f(λ) íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà, ò.å. â òî÷êå λ = M (íà ëåâîì êîíöå îò-
ðåçêà f(0) = 0). Òîãäà ñïðàâåäëèâî

‖x− xn‖ 6 max

{
ss/k(knαe)−s/k,M s

(
1− αMk

1 + αMk

)n}
‖z‖.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè (4.4) ìåòîä (4.3) ìîæíî ñäåëàòü ñõîäÿ-
ùèìñÿ, åñëè íóæíûì îáðàçîì âûáðàòü ÷èñëî èòåðàöèé â çàâèñèìîñòè
îò óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè δ ïðèáëèæåííîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.1).
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

x− xn,δ = (x− xn) + (xn − xn,δ).



99

Ïî äîêàçàííîìó x − xn → 0, n → ∞ . Óáåäèìñÿ, ÷òî xn − xn,δ ìîæíî
ñäåëàòü ñõîäÿùèìñÿ ê íóëþ. Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, èìååì

xn − xn,δ = A−1
[
E −

(
E − αAk

)n(
E + αAk

)−n]
(y − yδ) =

=

M∫
0

λ−1

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)n]
dEλ(y − yδ).

Îöåíèì ñâåðõó ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ

gn(λ) = λ−1

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)n]
> 0

ïðè óñëîâèè (4.4).
Ïðè n = 1

g1(λ) =
2αλk−1

1 + αλk
.

Åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

g′1(λ) =
2αλk−2(k − 1− αλk)

(1 + αλk)2
,

ñëåäîâàòåëüíî, λ∗ =
(
k−1
α

)1/k
� ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà äëÿ ôóíêöèè g1(λ).

Ïîñêîëüêó g′′1(λ∗) < 0 , òî λ∗ � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè g1(λ) è
max
[0,M ]

g1(λ) = g1(λ
∗) 6 2α1/k.
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Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïðè n ∈ N

gn(λ) = |gn(λ)| 6 2kn1/kα1/k. (4.5)

Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî (4.5) ïðîâåðåíî âûøå. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ñ÷èòàòü n > 2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (4.5) âåðíî ïðè n = m, ò.å. gm(λ) 6
6 2km1/kα1/k è ðàññìîòðèì

gm+1(λ) = λ−1

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)m+1
]

= λ−1

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)m]
+

+λ−1

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)m+1
]
− λ−1

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)m]
6

6 2km1/kα1/k +

(
1− αλk

1 + αλk

)m
2αλk−1

1 + αλk
.

Ïîýòîìó

gm+1(λ) 6 2km1/kα1/k +

∣∣∣∣∣
(
1− αλk

)m
2αλk−1

(1 + αλk)
m+1

∣∣∣∣∣ 6 2km1/kα1/k+

+
∣∣∣(1− αλk)m2αλk−1

∣∣∣ .
Ïîêàæåì, ÷òî

km1/kα1/k +
∣∣∣(1− αλk)mαλk−1

∣∣∣ 6 k(m+ 1)1/kα1/k, (4.6)
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÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó∣∣∣(1− αλk)mα(k−1)/kλk−1
∣∣∣ 6 ( k

√
m+ 1− k

√
m)k.

Èìååì

k
√
m+ 1 = k

√
m

(
1 +

1

m

)
= k
√
m

1 +
1

km
+

1

k

(
1

k
− 1

)
2!m2

+

+

1

k

(
1

k
− 1

)(
1

k
− 2

)
3!m3

+

1

k

(
1

k
− 1

)(
1

k
− 2

)(
1

k
− 3

)
4!m4

+ . . .+

+

1

k

(
1

k
− 1

)
· · ·
[

1

k
− (2p− 2)

]
1 · 2 · 3 · . . . · (2p− 1) ·m2p−1

+

+

1

k

(
1

k
− 1

)
· · ·
[

1

k
− (2p− 2)

]
·
[

1

k
− (2p− 1)

]
1 · 2 · 3 · . . . · (2p− 1) · 2p ·m2p

+ . . .

 .

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé ÷ëåí ðÿäà áîëüøå ìîäóëÿ ñëå-
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äóþùåãî çà íèì îòðèöàòåëüíîãî ÷ëåíà, ò.å.

1

k

(
1

k
− 1

)
· · ·
[

1

k
− (2p− 2)

]
1 · 2 · 3 · . . . · (2p− 1) ·m2p−1

>

>

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

k

(
1

k
− 1

)
· · ·
[

1

k
− (2p− 2)

]
·
[

1

k
− (2p− 1)

]
1 · 2 · 3 · . . . · (2p− 1) · 2p ·m2p

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

÷òî ðàâíîñèëüíî 1 >

∣∣∣∣1k − (2p− 1)

∣∣∣∣
2pm

èëè
2p− 1− 1

k
2pm

< 1 , à ýòî óæå

î÷åâèäíî ïðè m 6 1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

k
√
m+ 1 > k

√
m

(
1 +

1

km
− k − 1

2k2m2

)
.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (4.6). Ïîñêîëüêó∣∣∣(1− αλk)mλk−1
∣∣∣ 6 (k − 1)(k−1)/k(kmαe)−(k−1)/k,

òî âìåñòî (4.6) äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî

(k − 1)(k−1)/k(kmαe)−(k−1)/kα(k−1)/k 6 km1/k

(
1

km
− k − 1

2k2m2

)
. (4.7)
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Ïðåîáðàçóåì åãî:(
k − 1

k

)(k−1)/k

m−(k−1)/ke−(k−1)/k 6 km1/k 1

km

(
1− k − 1

2km

)
.

Ïîñêîëüêó(
k − 1

k

)(k−1)/k

m−(k−1)/ke−(k−1)/k 6 m−(k−1)/ke−(k−1)/k,

òî äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî

m−(k−1)/ke−(k−1)/k 6 m−(k−1)/k

(
1− k − 1

2km

)
,

÷òî òîæå ñàìîå

1 6 e(k−1)/k

(
1− k − 1

2km

)
,m > 2.

Ïðè k = 1 èìååì 1 6 1, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðà-

âåäëèâî ïðè k = 1. Ïðè k > 2 1− k − 1

2km
>

3

4
, îòñþäà

e(k−1)/k

(
1− k − 1

2km

)
>

3

4
e1/2 > 1.

Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (4.7) âûïîëíÿåòñÿ è, òåì áîëåå, ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî (4.6). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ n > 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.5), ò.å.
gn(λ) 6 2kn1/kα1/k, n > 1 . Îòñþäà ‖x− xn,δ‖ 6 2kn1/kα1/kδ, n > 1 .
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Ïîñêîëüêó

‖x− xn,δ‖ 6 ‖x− xn‖+ ‖x− xn,δ‖ 6 ‖x− xn‖+ 2kn1/kα1/kδ

è ‖x− xn‖ → 0, n → ∞ , òî äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà (4.3) äîñòàòî÷íî
âûáðàòü n(δ), çàâèñÿùèì îò δ òàê, ÷òîáû

n1/kδ → 0, n→∞, δ → 0.

Èòàê, äîêàçàíà

Òåîðåìà 4.2. Ïðè óñëîâèè (4.4) èòåðàöèîííûé ìåòîä (4.3) ñõîäèò-
ñÿ, åñëè ÷èñëî èòåðàöèé n âûáèðàòü èç óñëîâèÿ n1/kδ → 0, n→∞,
δ → 0.

Çàïèøåì òåïåðü îáùóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà (4.3)

‖x− xn,δ‖ 6 ‖x− xn‖+ ‖xn − xn,δ‖ 6

6 max

{
ss/k(knαe)−s/k,M s

(
1− αMk

1 + αMk

)n}
‖z‖+ 2kn1/kα1/kδ, n > 1.

Òàê êàê äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

M s

(
1− αMk

1 + αMk

)n
6 ss/k(knαe)−s/k,

òî äëÿ ýòèõ n ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x− xn,δ‖ 6 ss/k(knαe)−s/k‖z‖+ 2kn1/kα1/kδ, n > 1. (4.8)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 4.3. Åñëè ðåøåíèå õ óðàâíåíèÿ (4.1) èñòîêîîáðàçíî ïðåä-
ñòàâèìî, òî ïðè óñëîâèè (4.4) äëÿ ìåòîäà (4.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
ïîãðåøíîñòè (4.8).

Äëÿ ìèíèìèçàöèè îöåíêè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü îöåí-
êè (4.8) â òî÷êå, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ îò íåå ðàâíà íóëþ: â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì àïðèîðíûé ìîìåíò îñòàíîâà

nîïò = 2−k/(s+1)
(s
k

)(s+k)/(s+1)

α−1e−s/(s+1)‖z‖k/(s+1)δ−k/(s+1). (4.9)

Ïîäñòàâèâ nîïò â îöåíêó (4.8), èìååì

‖x− xn,δ‖
îïò
6 (1 + s)2s/s+1

(s
k

)s(1−k)/(k(s+1))

e−s/(k(s+1))‖z‖1/(s+1)δs/(s+1).

(4.10)

Çàìå÷àíèå 4.1. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè (4.10) èìååò ïîðÿäîê O(δs/(s+1)),
è êàê ñëåäóåò èç [6], îí ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â êëàññå çàäà÷ ñ èñòî-
êîïðåäñòàâèìûìè ðåøåíèÿìè x = Asz, s > 0 .

Çàìå÷àíèå 4.2. Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà (4.10) íå çàâèñèò îò α, íî
îò ïàðàìåòðà α çàâèñèò nîïò, ïîýòîìó äëÿ óìåíüøåíèÿ îáúåìà âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ðàáîòû ñëåäóåò áðàòü α, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (4.4)
è òàê, ÷òîáû nîïò = 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü

αîïò = 2−k/(s+1)
(s
k

)(s+k)/(s+1)

e−s/(s+1) ‖z‖k/(s+1) δ−k/(s+1).
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Ñðàâíåíèå ìåòîäà (4.3) ñ øèðîêî èçâåñòíûì ÿâíûì ìåòîäîì èòåðà-
öèé xn+1,δ = xn,δ + α (yδ − Axn,δ) , x0,δ = 0 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîðÿäêè
èõ îïòèìàëüíûõ îöåíîê îäèíàêîâû. Äîñòîèíñòâî ÿâíûõ ìåòîäîâ â òîì,
÷òî ÿâíûå ìåòîäû íå òðåáóþò îáðàùåíèÿ îïåðàòîðà, à òðåáóþò òîëüêî
âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé îïåðàòîðà íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ. Â
ýòîì ñìûñëå ÿâíûé ìåòîä xn+1,δ = xn,δ + α (yδ − Axn,δ) , x0,δ = 0 ïðåä-
ïî÷òèòåëüíåå íåÿâíîãî ìåòîäà (4.3). Îäíàêî íåÿâíûé ìåòîä (4.3) îáëà-
äàåò ñëåäóþùèì âàæíûì äîñòîèíñòâîì. Â ÿâíîì ìåòîäå xn+1,δ = xn,δ+
+α (yδ − Axn,δ) , x0,δ = 0 íà øàã α íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå ñâåðõó �
íåðàâåíñòâî 0 < α 6 5

4‖A‖ , ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè íà ïðàêòèêå ê íåîáõîäè-

ìîñòè áîëüøîãî ÷èñëà âû÷èñëåíèé. Â íåÿâíîì ìåòîäå (4.3) îãðàíè÷åíèé
ñâåðõó íà α > 0 íåò. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü α > 0 ïðîèçâîëüíî áîëüøèì
(íåçàâèñèìî îò ‖A‖). Â ñâÿçè ñ ÷åì îïòèìàëüíóþ îöåíêó äëÿ ìåòîäà (4.3)
ìîæíî ïîëó÷èòü óæå íà ïåðâîì øàãå èòåðàöèé.

Ðàññìîòðèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ïðè ñ÷åòå ñ îêðóãëåíèÿìè. Ïóñòü
xn,δ � òî÷íîå çíà÷åíèå, ïîëó÷àåìîå ïî ôîðìóëå (4.3), à zn � çíà÷åíèå ñ
ó÷åòîì âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, ò.å.

zn+1 =
(
E + αAk

)−1 [(
E − αAk

)
zn + 2αAk−1yδ

]
+ αγn, z0 = 0. (4.11)

Çäåñü γn � ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé. Îáîçíà÷èì εn = zn − xn,δ è âû-
÷òåì èç (4.11) ðàâåíñòâî (4.3). Èìååì

εn+1 =
(
E + αAk

)−1 (
E − αAk

)
εn + αγn, ε0 = 0.
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Òàê êàê íóëåâûå ïðèáëèæåíèÿ ðàâíû íóëþ, òî γ0 = 0. Ïî èíäóêöèè
íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

εn =
n−1∑
i=0

(
E + αAk

)−(n−1−i) (
E − αAk

)n−1−i
αγi.

Â ñèëó (4.4) è òîìó, ÷òî 0 ∈ Sp A ñïðàâåäëèâî∥∥∥(E + αAk
)−1 (

E − αAk
) ∥∥∥ 6 1,

ïîýòîìó

‖εn‖ 6 nαγ, γ = sup
i
|γi| .

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îöåíêà ïî-
ãðåøíîñòè ìåòîäà (4.3) çàïèøåòñÿ â âèäå

‖x− zn‖ 6 ‖x− xn,δ‖+ ‖xn,δ − zn‖ 6 ss/k (knαe)−s/k ‖z‖+

+2kn1/kα1/kδ + nαγ, n > 1.

4.2. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(A) = {x ∈ H|Ax = 0}, M (A) � îðòîãîíàëüíîå äî-
ïîëíåíèå ÿäðà N (A) äî H. Ïóñòü P(A)x � ïðîåêöèÿ x ∈ H íà N (A), à
Ï (A)x � ïðîåêöèÿ x ∈ H íà M (A). Ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü A > 0, y ∈ H,α > 0, òîãäà äëÿ èòåðàöèîííîãî
ìåòîäà (4.2) âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) Axn → Ï(A)y, ‖Axn − y‖ → I(A, y) = inf
x∈H
‖Ax− y‖ ;

á) èòåðàöèîííûé ìåòîä (4.2) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
óðàâíåíèå Ax = Ï(A)y ðàçðåøèìî.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå xn → P (A)x0 + x∗, ãäå x∗ � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðèìåíèì îïåðàòîð A ê (4.2), ïîëó÷èì

A(E + αAk)xn = A(E − αAk)xn−1 + 2αAky,

ãäå y = P (A)y + Ï(A)y. Òàê êàê AP (A)y = 0, òî ïîëó÷èì

(E + αAk)(Axn − Ï(A)y) = (E − αAk)(Axn−1 − Ï(A)y).

Îáîçíà÷èì Axn − Ï(A)y = vn, vn ∈M(A), òîãäà

(E + αAk)vn = (E − αAk)vn−1.

Îòñþäà vn = (E + αAk)−1(E − αAk)vn−1, ñëåäîâàòåëüíî,

vn = (E + αAk)−n(E − αAk)nv0.
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Èìååì A > 0 è À � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí â M (A), ò. å. (Ax, x) > 0
∀x ∈ M(A). Òàê êàê α > 0, òî

∥∥(E + αAk)−1(E − αAk)
∥∥ 6 1. Ïîýòîìó

ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

‖vn‖ =
∥∥(E + αAk)−n(E − αAk)nv0

∥∥ =

∥∥∥∥∥‖A‖∫0
(

1−αλk
1+αλk

)n
dEλv0

∥∥∥∥∥ 6
6

∥∥∥∥ ε∫
0

(
1−αλk
1+αλk

)n
dEλv0

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥‖A‖∫ε
(

1−αλk
1+αλk

)n
dEλv0

∥∥∥∥∥ 6
6

∥∥∥∥ ε∫
0

dEλv0

∥∥∥∥+ qn(ε)

∥∥∥∥∥‖A‖∫ε dEλv0

∥∥∥∥∥ 6 ‖Eεv0‖+ qn(ε) ‖v0‖ → 0

ïðè ε → 0, n → ∞. Çäåñü
∣∣∣1−αλk1+αλk

∣∣∣ 6 q(ε) < 1 ïðè λ ∈ [ε, ‖A‖]. Ñëå-
äîâàòåëüíî, νn → 0, n → ∞, îòêóäà Axn → Π(A)y è Π(A)y ∈ A(H).
Îòñþäà

‖Axn − y‖ → ‖Ï(A)y − y‖ = ‖P (A)y‖ = I(A, y).

Èòàê, óòâåðæäåíèå à) äîêàçàíî.
Äîêàæåì á). Ïóñòü ïðîöåññ (4.2) ñõîäèòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå

Ax = (A)y ðàçðåøèìî. Èç ñõîäèìîñòè {xn} ∈ H ê z ∈ H è èç à) ñëåäóåò,
÷òî Axn → Az = Ï(A)y, ñëåäîâàòåëüíî, Ï(A)y ∈ A(H) è óðàâíåíèå
Ï(A)y = Ax ðàçðåøèìî.

Ïóñòü òåïåðü Ï(A)y ∈ A(H) (óðàâíåíèå Ï(A)y = Ax ðàçðåøèìî),
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ñëåäîâàòåëüíî, Ï(A)y = Ax∗, ãäå x∗ � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Ax = y (îíî åäèíñòâåííî â M (A)). Òîãäà (4.2) ïðèìåò âèä

(E + αAk)xn = (E − αAk)xn−1 + 2αAk−1Π(A)y = (E − αAk)xn−1+
+2αAkx∗ = (E + αAk)xn−1 − 2αAkxn−1 + 2αAkx∗ =

= (E + αAk)xn−1 + 2αAk(x∗ − xn−1).

Îòñþäà xn = xn−1+2αAk(E+αAk)−1(x∗−xn−1). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ðàçîáüåì íà äâà

P (A)xn = P (A)xn−1 + 2α(E + αAk)−1AkP (A)(x∗ − xn−1) =

= P (A)xn−1 = P (A)x0;

Π(A)xn = Π(A)xn−1 + 2α(E + αAk)−1AkΠ(A)(x∗ − xn−1) =
= Π(A)xn−1 + 2α(E + αAk)−1Ak(Π(A)x∗ − Π(A)xn−1) =

= Π(A)xn−1 + 2α(E + αAk)−1Ak(x∗ − Π(A)xn−1),

òàê êàê x∗ ∈M(A). Îáîçíà÷èì ωn = Π(A)xn − x∗, òîãäà èç ðàâåíñòâà

Π(A)xn − x∗ = Π(A)xn−1 − x∗ + 2α(E + αAk)−1Ak(x∗ − Π(A)xn−1)

ïîëó÷èì

ωn = ωn−1 − 2α(E + αAk)−1Akωn−1 = (E + αAk)−1(E − αAk)ωn−1

è, àíàëîãè÷íî νn, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ωn → 0, n→∞. Òàêèì îáðàçîì,
Π(A)xn → x∗. Îòñþäà xn = P (A)xn+Π(A)xn → P (A)x0+x∗. Òåîðåìà 4.2
äîêàçàíà. �
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Çàìå÷àíèå 4.3. Òàê êàê ó íàñ x0 = 0, òî xn → x∗, ò. å. èòåðàöè-
îííûé ìåòîä (4.2) ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ, ò. å. ê ðåøåíèþ
ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé.

4.3. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå

Â ñëó÷àå, êîãäà íåò ñâåäåíèé îá èñòîêîîáðàçíîé ïðåäñòàâèìîñòè òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ, çàòðóäíèòåëüíî ïîëó÷èòü àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíî-
ñòè è àïðèîðíûé ìîìåíò îñòàíîâà. È òåì íå ìåíåå, ìåòîä (4.3) ìîæíî
ñäåëàòü âïîëíå ýôôåêòèâíûì, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé
íîðìîé ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

‖x‖A =
√

(Ax, x), ãäå x ∈ H.

Ïîêàæåì ñõîäèìîñòü ìåòîäà (4.3) â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå è ïîëó÷èì äëÿ
íåãî àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Ðàññìîò-
ðèì ðàçíîñòü

x− xn,δ = (x− xn) + (xn − xn,δ). (4.12)

Çàïèøåì ïåðâîå ñëàãàåìîå â âèäå

x− xn = A−1(E + αAk)−n(E − αAk)ny = (E + αAk)−n(E + αAk)nx.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïîäðàçäåëå 4.1, x− xn áåñêîíå÷íî ìàëî â èñõîäíîé
íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ïðè n→∞, íî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
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ïðè ýòîì ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé, è äëÿ å¼ îöåíêè äåëàëîñü ïðåä-
ïîëîæåíèå îá èñòîêîîáðàçíîé ïðåäñòàâèìîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìû íàì ýòî äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëî-
æåíèå íå ïîíàäîáèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A =
M∫
0

λdEλ, ãäå M = ‖A‖ è

Eλ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èìååì

‖x− xn‖2
A =

(
A(E + αAk)−n(E − αAk)nx, (E + αAk)−n(E − αAk)nx

)
=

=

M∫
0

λ

(
1− αλk

1 + αλk

)2n

d(Eλx, x).

Äëÿ îöåíêè èíòåðåñóþùåé íàñ íîðìû íàéäåì ìàêñèìóì ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè

f(λ) = λ

(
1− αλk

1 + αλk

)2n

ïðè λ ∈ [0,M ].

Ôóíêöèÿ f(λ) � ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðè s = 1 ôóíêöèé, îöåíåííûõ â [13].
Òàì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè α > 0

max
λ∈[0,M ]

|f(λ)| 6 (2knαe)−
1
k .

Ñëåäîâàòåëüíî,ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖x− xn‖2
A 6 (2knαe)−

1
k ‖x‖2 .
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Îòñþäà ‖x− xn‖A 6 (2knαe)−
1
2k ‖x‖ . Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê ýíåð-

ãåòè÷åñêîé íîðìå êàê áû çàìåíÿåò ïðåäïîëîæåíèå îá èñòîêîîáðàçíîé
ïðåäñòàâèìîñòè ïîðÿäêà s = 1

2 äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â (4.12). Êàê ïîêàçàíî â [13], ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

x− xn,δ = A−1[E − (E + αAk)−n(E − αAk)n](y − yδ).

Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà, ïîëó÷èì

‖xn − xn,δ‖2
A =

M∫
0

λ−1

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)n]2

d(Eλ(y − yδ), y − yδ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

g(λ) = λ−1

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)n]2

ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ, à ÷åðåç

g1(λ) = λ−1

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)n]
,

òîãäà

g(λ) = g1(λ)

[
1−

(
1− αλk

1 + αλk

)n]
.



114

Ôóíêöèÿ g1(λ) áûëà îöåíåíà â [13]. Òàì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè α > 0
g1(λ) 6 2kn

1
kα

1
k .

Ïðè ýòîì æå óñëîâèè èìååì∣∣∣∣1− αλk1 + αλk

∣∣∣∣ 6 1,∀λ ∈ [0,M ],

ïîýòîìó 1−
(

1−αλk
1+αλk

)n
6 2, îòêóäà g(λ) 6 4knkαk. Òàêèì îáðàçîì,

‖xn − xn,δ‖2
A 6 4kn

1
kα

1
kδ2,

îòñþäà

‖xn − xn,δ‖A 6 2k
1
2 (nα)

1
2kδ, n > 1.

Ïîñêîëüêó

‖x− xn,δ‖A 6 ‖x− xn‖A + ‖xn − x− n, δ‖A 6
6 ‖x− xn‖A + 2k

1
2 (nα)

1
2kδ

è ‖x− xn‖A → 0, n → ∞, òî äëÿ ñõîäèìîñòè ‖x− xn,δ‖A → 0, n → ∞,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû n

1
2kδ → 0, n→∞, δ → 0. Èòàê, äîêàçàíà

Òåîðåìà 4.5. Ïðè óñëîâèè α > 0 èòåðàöèîííûé ìåòîä (4.3) ñõî-
äèòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, åñëè ÷èñëî
èòåðàöèé n âûáèðàòü èç óñëîâèÿ n

1
2kδ → 0 ïðè n→∞ δ → 0.
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Çàïèøåì òåïåðü îáùóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè äëÿ (4.3) â ýíåðãåòè÷å-
ñêîé íîðìå

‖x− xn,δ‖A 6 (2knαe)−
1
2k ‖x‖+ 2k

1
2 (nα)

1
2kδ, n > 1. (4.13)

Îïòèìèçèðóåì îöåíêó (4.13) ïî n. Äëÿ ýòîãî ïðè çàäàííîì íàéäåì
òàêîå çíà÷åíèå ÷èñëà èòåðàöèé n, ïðè êîòîðîì îöåíêà ïîãðåøíîñòè ñòà-
íîâèòñÿ ìèíèìàëüíîé. Ïðèðàâíÿâ íóëþ ïðîèçâîäíóþ ïî n îò ïðàâîé
÷àñòè (4.13), ïîëó÷èì

nîïò = 2−
2k+1

2 k−
k+1
2 α−1e−

1
2δ−k ‖x‖k . (4.14)

Ïîäñòàâèâ nîïò â îöåíêó (4.13), å¼ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

‖x− xn,δ‖îïòA 6 2
6k−1
4k k

k−1
4k e−

1
4kδ

1
2 ‖x‖

1
2 . (4.15)

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.6. Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè äëÿ ìåòîäà (4.3)
ïðè óñëîâèè α > 0 â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå èìååò âèä (4.15) è ïîëó÷à-
åòñÿ ïðè nîïò èç (4.14).

Çàìå÷àíèå 4.4. Èç íåðàâåíñòâà (4.15) âûòåêàåò, ÷òî îïòèìàëü-
íàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà α. Íî nîïò çàâèñèò
îò α è, ïîñêîëüêó íà α íåò îãðàíè÷åíèé ñâåðõó (α > 0), òî çà ñ÷åò
âûáîðà α ìîæíî ïîëó÷èòü nîïò = 1, òî åñòü îïòèìàëüíàÿ îöåíêà
ïîãðåøíîñòè áóäåò äîñòèãàòüñÿ óæå íà ïåðâîì øàãå èòåðàöèé. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü αîïò = 2−

2k+1
2 k−

k+1
2 e−

1
2δ−k ‖x‖k .



116

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êîãäà èç ñõîäèìîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîð-
ìå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â îáû÷íîé íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H.
Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì ε

(0 < ε < ‖A‖), áûëî Pεx = 0, Pεxn,δ = 0, ãäå Pε =
ε∫

0

λdEλ. Òàê êàê

xn,δ = A−1
[
E − (E + αAk)−n(E − αAk)n

]
yδ,

òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî èç óêàçàííûõ óñëîâèé äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå Pεyδ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðåøåíèå x è ïðèáëèæåííàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü yδ òà-
êîâû,÷òî Pεx = 0 è Pεyδ = 0, òî èç ñõîäèìîñòè xn,δ ê x â ýíåðãåòè-
÷åñêîé íîðìå âûòåêàåò ñõîäèìîñòü â èñõîäíîé íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà H è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñõîäèìîñòè â èñõîäíîé íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà H íå òðåáóåòñÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ íåñàìîñîïðÿæåííûì èëè íåïîëîæèòåëü-
íûì, íî îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì A ñëåäóåò ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ
A∗Ax = A∗y. Òîãäà ïðè ïðèáëèæåííîì ýëåìåíòå yδ ìåòîä (4.3) ïðèìåò
âèä

(E + α(A∗A)k)xn+1,δ = (E − α(A∗A)k)xn,δ + 2α(A∗A)k−1A∗yδ,

x0,δ = 0.



117

4.4. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå

Â ñëó÷àå, êîãäà íåò ñâåäåíèé îá èñòîêîîáðàçíîé ïðåäñòàâèìîñòè òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ, ìåòîä òàêæå ìîæíî ñäåëàòü âïîëíå ýôôåêòèâíûì, åñëè
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì îñòàíîâà ïî íåâÿçêå, àíàëîãè÷-
íûì [5�6]. Çàäàäèì óðîâåíü îñòàíîâà ε > 0 è îïðåäåëèì ìîìåíò m îñòà-
íîâà óñëîâèÿìè

‖Axn,δ − yδ‖ > ε, (n < m), ‖Axm,δ − yδ‖ 6 ε, ε = bδ, b > 1. (4.16)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x0,δ íåâÿçêà äîñòà-
òî÷íî âåëèêà, áîëüøå óðîâíÿ îñòàíîâà ε, ò.å. ‖Ax0,δ − yδ‖ > ε. Íèæå
ìåòîä èòåðàöèè (4.3) ñ ïðàâèëîì îñòàíîâà (4.16) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ,

åñëè lim
δ→0

(
inf
m
‖x− xm,δ‖

)
= 0. Ïîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿç-

êå (4.16) ïðèìåíèìî ê ìåòîäó (4.3).

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé

gn(λ) = λ−1

[
1− (1− αλk)n

(1 + αλk)n

]
> 0.

Â ïîäðàçäåëå 4.1 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ gn(λ) ïðè α > 0 âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

sup
06λ6M

|gn(λ)| 6 2k(nα)
1
k , n > 0, (4.17)
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sup
06λ6M

|1− λgn(λ)| 6 1, n > 0, (4.18)

1− λgn(λ)→ 0, n→∞,∀λ ∈ (0,M ], (4.19)

sup
06λ6M

λs |1− λgn(λ)| 6
( s

knαe

) s
k

, n > 0, 0 6 s <∞. (4.20)

Ëåììà 4.1. Ïóñòü A = A∗ > 0, ‖A‖ 6M. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ω ∈ H

(E − Agn(A))ω → 0, n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòî-

ðà A =
M∫
0

λdEλ, ãäå M = ‖A‖ è Eλ � ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòî-

ðà A, ïîëó÷èì

(E − Agn(A)ω =

∫ M

0

(1− λgn(λ))dEλω =

=

∫ ε0

0

(1− λgn(λ))dEλω +

∫ M

ε0

(1− λgn(λ)dEλω.

Òàê êàê 1− λgn(λ) =
(

1−αλk
1+αλk

)n
è
∣∣∣1−αλk1+αλk

∣∣∣ 6 q(ε0) < 1 äëÿ âñåõ λ ∈ (0,M ]

è α > 0, òî∥∥∥∥∫ M

ε0

(1− λgn(λ)dEλω

∥∥∥∥ 6 qn (ε0)

∥∥∥∥∫ M

ε0

dEλω

∥∥∥∥ 6 qn (ε0) ‖ω‖ → 0, n→∞.
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Èç (4.18) èìååì∥∥∥∥∫ ε0

0

(1− λgn(λ)dEλω

∥∥∥∥ 6 ∥∥∥∥∫ ε0

0

dEλω

∥∥∥∥ = ‖Eε0ω‖ → 0, ε0 → 0

â ñèëó ñâîéñòâ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,

(E − Agn(A))ω → 0, n→∞.

Ëåììà 4.1 äîêàçàíà. �

Èìååò ìåñòî

Ëåììà 4.2. Ïóñòü A = A∗ > 0, ‖A‖ 6 M . Òîãäà äëÿ ∀ν ∈ R(A)

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå n
s
k ‖As(E − Agn(A))ν‖ → 0, ïðè n→∞,

0 6 s <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê âåðíî íåðàâåíñòâî (4.20), òî ïîëó÷èì

n
s
k ‖As(E − Agn(A))‖ 6 n

s
k sup

06λ6M
λs |1− λgn(λ)| 6 n

s
kγsn

−s
k = γs,

ãäå γs =
(

s
kαe

) s
k .

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Áàíàõà-Øòåéíãàóçà [7, ñ. 151], ïî êîòîðîé
ñõîäèìîñòü Bnu→ Bu ïðè n→∞ äëÿ âñåõ u ∈ H èìååò ìåñòî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî íà íåêîòîðîì ïëîòíîì
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â H ïîäìíîæåñòâå è ‖Bn‖ , n = 1, 2, . . . , îãðàíè÷åíû íåçàâèñÿùåé îò
n ïîñòîÿííîé.

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ïëîòíîãî â R(A) = H ìíîæåñòâî R(A). Ïîëî-
æèì s1 = s+ 1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî v = Aω ∈ R(A) èìååì

n
s
k ‖As(E − Agn(A))v‖ = n

s
k

∥∥As+1(E − Agn(A))ω
∥∥ 6

6 n
s
k

(
s+ 1

kαe

) s+1
k

n
−(s+1)

k ‖ω‖ = γs1n
−1
k ‖ω‖ → 0,

ïðè n→∞, òàê êàê s1 <∞. Ëåììà 4.2 äîêàçàíà. �

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 4.3. Ïóñòü A = A∗ > 0, ‖A‖ 6 M. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè np < n̄ = const è v0 ∈ R(A) ïðè p → ∞ èìååì
ωp = A

(
E − Agnp(A)

)
υ0 → 0, òî υp =

(
E − Agnp(A)

)
υ0 → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñèëó (4.18) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü υp îãðàíè÷åíà ‖υp‖ 6 γ0 ‖υ0‖, γ0 =

= 1, p ∈ N . Ïîýòîìó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå èç ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ìîæíî èçâëå÷ü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïóñòü υp− → υ, (p ∈ N ′ ⊆ N), òîãäà Aυp− → Aυ, (p ∈ N ′). Íî ïî
óñëîâèþ ωp = Aυp → 0, p→∞, ñëåäîâàòåëüíî, Aυ = 0. Ïîñêîëüêó íóëü
íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, òî υ = 0. Òîãäà

‖υp‖2 =
(
υp, (E − Agnp(A))υ0

)
= (υp, υ0)−

(
υp, Agnp(A)υ0

)
=

= (υp, υ0)− (Aυp, gnp(A)υ0) = (υp, υ0)− (ωp, gn(A)υ0)→ (υ, υ0),
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òàê êàê ωp → 0, p→∞, υ = 0 è ïî óñëîâèþ (4.17)∥∥gnp(A)
∥∥ 6 2k(npα)

1
k < 2k (nα)

1
k .

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖υp‖ → 0. Èòàê, âñÿêàÿ ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü óêàçàííîé âûøå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè υp ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïî íîðìå. Ñëåäîâàòåëüíî, è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
υp → 0, p→∞. Ëåììà 4.3 äîêàçàíà. �

Èñïîëüçóåì äîêàçàííûå ëåììû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü A = A∗ > 0, ‖A‖ 6 M è ïóñòü ìîìåíò îñòà-
íîâà m = m(δ) â ìåòîäå (4.3) âûáèðàåòñÿ ïî ïðàâèëó (4.16). Òîãäà
xm,δ → x ïðè δ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

xn,δ = A−1
[
E −

(
E − αAk

)n (
E + αAk

)−n]
yδ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

xn,δ − x = gn(A)(yδ − y)− (E − Agn(A))x. (4.21)

Îòñþäà

Axn,δ − yδ = −A [E − Agn(A)]x− [E − Agn(A)] (yδ − y). (4.22)
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Â ñèëó ëåìì 4.1 è 4.2 èìååì

‖(E − Agn(A))x‖ → 0, n→∞, (4.23)

σn = n
1
k ‖A (E − Agn(A))x‖ → 0, n→∞. (4.24)

Êðîìå òîãî, èç (4.17) è (4.18) ñëåäóåò, ÷òî

‖gn(A)(yδ − y)‖ 6 2k(nα)
1
kδ, (4.25)

‖E − Agn(A)‖ 6 1. (4.26)

Ïðèìåíèì ïðàâèëî îñòàíîâà (4.16). Òîãäà

‖Axm,δ − yδ‖ 6 bδ, b > 1

è èç (4.22) è (4.26) ïîëó÷èì

‖A (E − Agm(A))x‖ 6 ‖Axm,δ − yδ‖+

+ ‖(E − Agm(A)) (yδ − y)‖ 6 (b+ 1)δ. (4.27)

Äëÿ ëþáîãî n < m ‖Axn,δ − yδ‖ > ε, ïîýòîìó

‖A(E − Agn(A))x‖ > ‖Axn,δ − yδ‖−
−‖E − Agn(A))(y − yδ)‖ > (b− 1)δ.

Èòàê, äëÿ ∀n < m

‖A(E − Agn(A))x‖ > (b− 1)δ. (4.28)
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Èç (4.24) è (4.28) ïðè n = m− 1 ïîëó÷èì
σm−1

(m− 1)1/k
= ‖A(E − Agm−1(A))x‖ > (b− 1)δ

èëè
(m− 1)1/kδ 6

σm−1

b− 1
→ 0, δ → 0

(òàê êàê èç (4.24) σm → 0,m → ∞). Åñëè ïðè ýòîì m → ∞ ïðè δ → 0
òî, èñïîëüçóÿ (4.21), ïîëó÷èì

‖xm,δ − x‖ 6 ‖E − Agm(A)0x‖+ ‖gm(A)(yδ − y)‖ 6
6 ‖(E − Agm(A))x‖+ 2k(mα)

1
kδ → 0,m→∞, δ → 0,

òàê êàê èç (4.23) ‖(E − Agm(A))x‖ → 0,m → ∞. Åñëè æå äëÿ íåêîòî-
ðûõ δn → 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m(δn) îêàæåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî è â
ýòîì ñëó÷àå xm(δn),δn → x, δn → 0. Äåéñòâèòåëüíî, èç (4.27) èìååì

‖A(E − Agm,δn(A))x‖ 6 (b+ 1)δn → 0, δn → 0.

Îòñþäà ïî ëåììå 4.3 ïîëó÷àåì, ÷òî

(E − Agm(δn)(A))x→ 0, δn → 0.

Ïîýòîìó∥∥xm(δn),δn − x
∥∥ 6 ∥∥(E − Agm,(δn)(A)x

∥∥+ 2k(m(δn)α)
1
kδn → 0, δn → 0.

Òåîðåìà 4.7 äîêàçàíà. �

Èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.7 è ïóñòü
x = Asz, s > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

m 6 1 +
s+ 1

kαe

[
‖z‖

(b− 1)δ

] k
s+1

,

‖xm,δ − x‖ 6 [(b+ 1)δ]
s
s+1 ‖z‖

1
s+1 + 2kα

1
k

1 +
s+ 1

kαe

[
‖z‖

(b− 1)δ

] k
s+1


1
k

δ.

(4.29)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê x = Asz, s > 0, òî

‖A(E − Agm−1(A))x‖ =
∥∥As+1(E − Agm−1(A))z

∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
∫ M

0

λs+1

(
1− αλk

1 + αλk

)m−1

dEλz

∥∥∥∥∥ 6
6 (s+ 1)

s+1
k (k(m− 1)αe)

−(s+1)
k ‖z‖ .

Âîñïîëüçîâàâøèñü (4.28), ïîëó÷èì

(b− 1)δ 6 (s+ 1)
s+1
k [k(m− 1)αe]

−(s+1)
k ‖z‖ ,
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îòñþäà m 6 1 + s+1
kαe

[
‖z‖

(b−1)δ

] k
s+1

. Ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà ìîìåíòîâ îöå-
íèì

‖(E − Agm (A))x‖ 6

6
∥∥As+1 (E − Agm (A)) z

∥∥s/(s+1) ‖(E − Agm (A)) z‖1/(s+1) 6

6 ‖A (E − Agm (A))x‖s/(s+1) ‖z‖1/(s+1) 6 [(b+ 1) δ]s/(s+1) ‖z‖1/(s+1)

(ñì. (4.27)).
Òàê êàê ñîîòíîøåíèå (4.21) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ n, òî

‖xm,δ − x‖ 6 ‖(E − Agm(A))x‖+ ‖gm(A)(yδ − y)‖ 6

6 [(b+ 1)δ]
s
s+1 ‖z‖

1
s+1

+ 2kα1/k

{
1 +

s+ 1

kαe

[
‖z‖

(b− 1)δ

] k
s+1

}1/k

δ.

Òåîðåìà 4.8 äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 4.5. Ïîðÿäîê îöåíêè (4.29) O
(
δ

s
s+1

)
è, êàê ñëåäóåò èç [6],

îí îïòèìàëåí â êëàññå çàäà÷ ñ èñòîêîïðåäñòàâèìûìè ðåøåíèÿìè.

Çàìå÷àíèå 4.6. Èñïîëüçóåìîå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ïðåäïîëî-
æåíèå ïîðÿäêà s > 0 èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ íå ïî-
òðåáóåòñÿ íà ïðàêòèêå, òàê êàê îíî íå ñîäåðæèòñÿ â ïðàâèëå îñòà-
íîâà (4.16). È òåì íå ìåíåå â òåîðåìå 4.8 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî áóäåò
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àâòîìàòè÷åñêè âûáðàíî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé m, îáåñïå÷èâàþùèõ îï-
òèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè. Íî äàæå, åñëè èñòîêîïðåäñòàâè-
ìîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ îòñóòñòâóåò, îñòàíîâ ïî íåâÿçêå (4.16), êàê
ïîêàçûâàåò òåîðåìà 4.7, îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà, ò.å. åãî
ðåãóëÿðèçóþùèå ñâîéñòâà.

4.5. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì

Ðåøàåì óðàâíåíèå (4.1) ñ íåñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì A. Èñïîëü-
çóåì íåÿâíóþ ñõåìó ìåòîäà èòåðàöèé ñ α > 0

xn+1 =
(
E + α (A∗A)k

)−1 [(
E − α (A∗A)k

)
xn + 2α (A∗A)k−1A∗y

]
,

x0 = 0, k ∈ N. (4.30)

Â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàäàíà ïðèáëèæåííî
‖y − yδ‖ 6 δ, ìåòîä èòåðàöèé (4.2) ïðèìåò âèä

zn+1 =
(
E + α (A∗A)k

)−1 [(
E + α (A∗A)k

)
zn + 2α (A∗A)k−1A∗yδ

]
+

+
(
E + α (A∗A)k

)−1 (
E − α (A∗A)k

)
un, z0 = 0, k ∈ N, (4.31)

ãäå un � îøèáêè â âû÷èñëåíèè èòåðàöèé, ïðè÷¼ì ‖un‖ 6 β. Îáîçíà÷èì
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÷åðåç

C =
(
E + α (A∗A)k

)−1 (
E − α (A∗A)k

)
,

B = 2
(
E + α (A∗A)k

)−1

α (A∗A)k−1A∗.

Òîãäà ìåòîä (4.31) ïðèìåò âèä zn+1 = Czn +Byδ + Cun.
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñòîêîïðåäñòàâèìîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ íåèç-

âåñòíà, ìåòîä (4.31) ìîæíî ñäåëàòü ýôôåêòèâíûì, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèì ïðàâèëîì îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì [9]. Çàäàäèì
óðîâåíü îñòàíîâà ε > 0 è ìîìåíò îñòàíîâà m îïðåäåëèì íåðàâåíñòâàìè

‖zn − zn+1‖ > ε, (n < m),
‖zm − zm+1‖ 6 ε.

}
(4.32)

Ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä (4.31) ñ ïðàâèëîì îñòàíîâà (4.32) ñõîäèòñÿ. Àíà-
ëîãè÷íî ðàçäåëó 3.5 äîêàçûâàþòñÿ ëåììû.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü ïðèáëèæåíèå ωn îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè

ω0 = z0, ωn+1 = Cωn +By + Cun, n > 0. (4.33)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=0

‖ωk − ωk+1 + Cuk‖2 6 ‖ω0 − x‖2 +
n−1∑
k=0

‖Cuk‖2 .
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Ëåììà 4.5. Ïðè ∀ω0 ∈ H è ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îøè-
áîê {un} , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖un‖ 6 β, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî lim

n→∞
‖ωn − ωn+1‖ 6 2 ‖C‖ β.

Îáå ëåììû áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü óðîâåíü îñòàíîâà ε = ε(δ, β) âûáèðàåòñÿ êàê
ôóíêöèÿ îò óðîâíåé δ è β íîðì ïîãðåøíîñòåé y − yδ è un. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) åñëè ε(δ, β) > 2 ‖C‖ β, òî ìîìåíò îñòàíîâà m îïðåäåëåí ïðè ëþ-
áîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè z0 ∈ Hè ëþáûõ yδ è un, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèÿì ‖y − yδ‖ 6 δ, ‖un‖ 6 β;

á) åñëè ε(δ, β) > ‖β‖ δ + 2 ‖C‖ β, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

m 6
‖z0 − x‖2

(ε− ‖B‖ δ)(ε− ‖B‖ δ − 2 ‖C‖ β)
;

â) åñëè, êðîìå òîãî, ε(δ, β)→ 0, δ, β → 0 è ε(δ, β) > d (‖B‖ δ + ‖C‖ βp) ,
ãäå d > 1, p ∈ (0, 1), òî lim

δ,β→0
‖zm − x‖ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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à) Ïî èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî

zn = Cnz0 + C

n−1∑
k=0

Ck
(
C−1Byδ + un−k−1

)
. (4.34)

Ïðè n = 1 èç zn = Czn−1 +Byδ +Cun−1 èìååì z1 = Cz0 +Byδ +Cu0,
èç (4.34) ïîëó÷èì òîæå ñàìîå, ò. å. ïðè n = 1 ôîðìóëà (4.34) âåðíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (4.34) âåðíà ïðè n = p, ò. å.

zp = Cpz0 + C

p−1∑
k=0

Ck
(
C−1Byδ + up−k−1

)
,

è äîêàæåì å¼ ñïðàâåäëèâîñòü ïðè n = p+ 1. Èìååì

zp+1 = Cpzp +Byδ + Cup =

= C

(
Cpz0 + C

p−1∑
k=0

Ck
(
C−1Byδ + up−k−1

))
+Byδ + Cup =

= Cp+1z0 + C2
(
C−1Byδ + up−1 +Byδ + Cup−2 + CByδ+

+C2up−3 + · · ·+ Cp−2Byδ + Cp−1u0

)
+Byδ + Cup =

= Cp+1z0 + C
(
Byδ + Cup−1 + CByδ + C2up−2 + · · ·+ Cp−1Byδ+

+Cuo + C−1Byδ + up
)

= Cp+1z0 + C

p∑
k=0

Ck
(
C−1Byδ + up−k

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü (4.34) äîêàçàíà.
Îòñþäà

ωn = Cnω0 + C

n−1∑
k=0

Ck(C−1By + un−k−1) =

= Cnω0 + (E + C + C2 + ...+ Cn−1)By + C

n−1∑
k=0

Ckun−k−1 =

= Cnω0 + (E − Cn)(E − C)−1(A∗A)−1(E − C)A∗y+

+C
n−1∑
k=0

Ckun−k−1 = Cnω0 + A−1(E − Cn)y + C

n−1∑
k=0

Ckun−k−1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî z0 = ω0, ïîëó÷èì

zn − zn+1 = Cnz0 + A−1(E − Cn)yδ + C
n−1∑
k=0

Ckun−k−1 − Cn+1z0+

+A−1(E − Cn+1)yδ − C
n∑
k=0

Ckun−k =

= Cnω0 + A−1(E − Cn)y − A−1(E − Cn)y + A−1(E − Cn)yδ+

+C
n−1∑
k=0

Ckun−k−1 − Cn+1ω0 − A−1(E − Cn+1)y+
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+A−1(E − Cn+1)y − A−1(E − Cn)yδ − C
n−1∑
k=0

Ckun−k =

= ωn − ωn+1 + A−1(E − C)(yδ − y) = ωn − ωn+1 + CnB(y − yδ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖zn − zn+1‖ 6 ‖ωn − ωn+1‖+ ‖CnB(y − yδ)‖ . (4.35)

Îáîçíà÷èì σ = B(y − yδ),òîãäà

‖CnB(y − yδ‖ = ‖Cnσ‖ =

∥∥∥∥∥∥∥
‖A∗A‖∫

0

(
1− αλk

1 + αλk

)n
dEλσ

∥∥∥∥∥∥∥ 6

6

∥∥∥∥∥∥
ε0∫

0

(
1− αλk

1 + αλk

)n
dEλσ

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥∥
‖A∗A‖∫
ε0

(
1− αλk

1 + αλk

)n
dEλσ

∥∥∥∥∥∥∥ 6
6 ‖Eε0σ‖+ qn ‖σ‖ → 0, n→∞, ε0 → 0,

òàê êàê ïðè α > 0, λ ∈ (0, ‖A∗A‖ ] èìååì
∣∣∣1−αλk1+αλk

∣∣∣ 6 q < 1.

Ïîýòîìó (ñì. ëåììó 4.5)

lim
n→∞
‖zn − zn+1‖ = lim

n→∞
‖ωn − ωn+1‖ 6 2 ‖C‖ β.



132

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèåì ε(δ, β) > 2 ‖C‖ β ìîìåíò îñòàíîâà m îïðå-
äåëåí ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè z0 ∈ H è ëþáûõ yδ,
‖y − yδ‖ 6 δ è un, ‖un‖ 6 β.

á) Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4.33) è îïðåäåëèì ìîìåíò îñòà-
íîâà m′ óñëîâèåì

‖ωn − ωn+1‖ > ε− ‖B‖ δ, (n < m′),
‖ωm′ − ωm′+1‖ 6 ε− ‖B‖ δ.

}
(4.36)

Èç (4.35) ñëåäóåò, ÷òî m 6 m′. Èç ëåììû 4.4 ïðè n = m′ ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî

m′∑
k=0

‖ωk − ωk+1 + Cuk‖2 6 ‖ω0 − x‖2 +
m′−1∑
k=0

‖Cuk‖2 ,

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî çàïèñàòü

m′−1∑
k=0

‖ωk − ωk+1 + Cuk‖2 6 ‖ω0 − x‖2 +
m′−1∑
k=0

‖Cuk‖2 .

Îòñþäà ïîëó÷èì

m′−1∑
k=0

(‖ωk − ωk+1‖ − ‖C‖ β)2 6 ‖ω0 − x‖2 +
m′−1∑
k=0

‖Cuk‖2 .



133

Òàê êàê ïî (4.36) ïðè n < m′ èìååì

‖ωn − ωn+1‖ > ε− ‖B‖ δ,

òî m′ (ε− ‖B‖ δ − ‖C‖ β)2 6 ‖ω0 − x‖2 +m′ ‖C‖2 β2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ω0 = z0 è m 6 m′, èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ìî-
ìåíòà îñòàíîâà

m 6 m′ 6 ‖z0 − x‖2 ((ε− ‖β‖ δ − 2 ‖C‖ β)(ε− ‖B‖ δ))−1 .

â) Äîêàæåì, ÷òî

x = Cnx+
n−1∑
k=0

BCky. (4.37)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (4.37) âåðíî, òîãäà

x− Cnx = B
(
E + C + C2 + ...+ Cn−1

)
y,

(E − Cn)x = B(E − Cn)(E − C)−1y,

(E −Cn)x = A−1(E −C)(E −Cn)(E −C)−1Ax, (E −Cn)x = (E −Cn)x.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå âåðíî è ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (4.37)
äîêàçàíà. Èç (4.34) âû÷òåì (4.37), ïîëó÷èì

zn − x = Cn(z0 − x) + C
n−1∑
k=0

Ck
[
C−1B(yδ − y) + un−k−1

]
. (4.38)
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Îòñþäà ∆n = Cn∆0 + C
n−1∑
k=0

Ck
[
C−1B(yδ − y) + un−k−1

]
, ãäå

∆n = zn − x è ∆0 = z0 − x. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖∆n‖ 6 ‖Cn∆0‖+ (‖B‖ δ + ‖C‖ β)n. (4.39)

Â ÷àñòíîñòè, (4.39) ñïðàâåäëèâî è ïðè n = m. Åñëè m→∞ ïðè ε, δ,
β → 0, òîãäà, êàê ïîêàçàíî ðàíåå, ‖Cm∆0‖ → 0, m → ∞. Ïîýòîìó äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ‖zm − x‖ → 0, δ → 0, β → 0 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
m (‖B‖ δ + ‖C‖ β)→ 0, m→∞, δ → 0, β → 0. Èç (4.38) ïîëó÷èì

zn − zn+1 = Cn(E − C)(z0 − x)− Cun − CnB(yδ − y)+

+C
n−1∑
k=0

Ck(E − C)un−k−1. (4.40)

Òàê êàê ñïåêòð îïåðàòîðà

C =
(
E + α (A∗A)k

)−1 (
E − α (A∗A)k

)
ïðèíàäëåæèò [0,1], òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

‖Cn(E − C)‖ 6 1

n+ 1
. (4.41)
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Ïîýòîìó èç (4.40) ïîëó÷èì ïðè n = m− 1

‖zm−1 − zm‖ 6
∥∥∥C m−1

2 C
m−1
2 (E − C)(z0 − x)

∥∥∥+

+
∥∥Cm−1B(yδ − y)

∥∥+ ‖Cum−1‖+

∥∥∥∥∥C
m−2∑
k=o

Ck(E − C)um−k−2

∥∥∥∥∥ 6
6
∥∥∥C m−1

2 (E − C)
∥∥∥∥∥∥C m−1

2 (z0 − x)
∥∥∥+ ‖C‖ β + ‖B‖ δ + ‖C‖ β

m−2∑
k=0

1

k + 1
6

6
2

m

∥∥∥C m−1
2 (z0 − x)

∥∥∥+ ‖B‖ δ + ‖C‖ β(2 + lnm),

òàê êàê
m−1∑
k=1

1
k 6 1 + lnm [10].

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû

ε(δ, β) > d (‖B‖ δ + ‖C‖ βp) , d > 1, p ∈ (0, 1),

òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ, β âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ε(δ, β) > ‖B‖ δ + 2 ‖C‖ β

ïîýòîìó èç á) ïîëó÷èì

m 6
‖z0 − x‖2

(ε− ‖B‖ δ − 2 ‖C‖ β)(ε− ‖B‖ δ)
.
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Ïîñêîëüêó ‖zm−1 − zm‖ > ε, òî

ε 6
2

m

∥∥∥C m−1
2 (z0 − x)

∥∥∥+ ‖B‖ δ + ‖C‖ (2 + lnm)β.

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

m 6
2
∥∥∥C m−1

2 (z0 − x)
∥∥∥

ε− ‖B‖ δ − ‖C‖ β(2 + lnm)
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ‖B‖ δ + ‖C‖ β, ïîëó÷èì

m (‖B‖ δ + ‖C‖β) 6
2
∥∥∥C m−1

2 (z0 − x)
∥∥∥ (‖B‖ δ + ‖C‖β)

ε− ‖B‖ δ − ‖C‖β
[
2 + ln ‖z0−x‖2

(ε−‖B‖δ−2‖C‖β)(ε−‖B‖δ)

] .
Ïðè m→∞ ìíîæèòåëü 2

∥∥∥C m−1
2 (z0 − x)

∥∥∥→ 0, a

2(‖B‖ δ + ‖C‖ β)

ε− ‖B‖ δ − ‖C‖ β
[
2 + ln ‖z0−x‖2

(ε−‖B‖δ−2‖C‖β)(ε−‖B‖δ)

]
îãðàíè÷åíà ïðè δ, β → 0. Ïîýòîìó m (‖B‖ δ + ‖C‖ β)→ 0, ïðè m→∞,
δ, β → 0. Îòñþäà èç íåðàâåíñòâà (4.39) ïðè m→ 0

lim
δ,β→0

‖∆m‖ = lim
δ,β→0

‖zm − x‖ =

= lim
δ,β→0

(‖Cm∆0‖+m(‖B‖ δ + ‖C‖ β)) = 0
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Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî lim
δ,β→0

‖zm − x‖ = 0 ïðè m → ∞, ò.å. ìåòîä (4.31)

ñ ïðàâèëîì îñòàíîâà (4.32) ñõîäèòñÿ â èñõîäíîé íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Òåîðåìà 4.9 äîêàçàíà. �
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5 ÌÅÒÎÄ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÑÓÌÌÈÐÎÂÀÍÈß ÐßÄÎÂ

Ìû ðàññìîòðèì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
ïåðâîãî ðîäà

1∫
0

A(t, s)x(s)ds = y(t), 0 6 t 6 1 (5.1)

â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) ñ ïîëíûì ñèììåòðè÷íûì êâàäðàòè÷íî ñóììèðó-
åìûì ÿäðîì, õîòÿ ìåòîä ïðèãîäåí äëÿ ãîðàçäî áîëåå øèðîêîãî êëàññà
çàäà÷.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λi,i = 1, 2 . . . , � ñîáñòâåííûå ÷èñëà óðàâíåíèÿ (5.1),
ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ìîäóëÿ, à ÷åðåç zi(t), i = 1, 2 . . . �
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé óðàâíåíèÿ. Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò ðàçëîæåíèå

y(t) =
∞∑
i=1

yizi(t), (5.2)

òî ðåøåíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

x(t) =
∞∑
i=1

yi
λi
zi(t). (5.3)
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Íî âìåñòî òî÷íîé ôóíêöèè y(t) îáû÷íî èçâåñòíî ïðèáëèæåíèå yδ(t),
‖y − yδ‖L2

6 δ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âìåñòî òî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå {yi} èçâåñòíû ïðèáëèæ¼ííûå
{
yδi
}
,
∞∑
i=1

(yi − yδi )
2 6 δ2 Òðåáóåò-

ñÿ ïî ýòèì ïðèáëèæ¼ííûì êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå ïîñòðîèòü àïïðîêñè-
ìàöèþ äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ñóììèðîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà Ôóðüå
∞∑
i=1

zi(t)y
δ
i /λi äëÿ ýòîé öåëè íåïðèãîäíî, ïîñêîëüêó λi → 0, i→∞.

Âîçíèêàåò ìûñëü: íå ïûòàòüñÿ äîâîäèòü ñóììèðîâàíèå ýòîãî ðÿäà
äî êîíöà, à âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè íåêîòîðûì
êîíå÷íûì îòðåçêîì òîãî æå ðÿäà

xnδ (t) =
n∑
i=1

yδi
λi
zi(t).

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ìîæíî äåëàòü, ðàçóìíî ñîãëàñîâû-
âàÿ ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà n ñ ïîãðåøíîñòüþ δ. Îáîçíà÷èì

xn(t) =
n∑
i=1

yi
λi
zi(t).

è çàïèøåì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

‖x− xnδ‖ 6 ‖x− xn‖+ ‖xn − xnδ‖ . (5.4)

Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà áåñêîíå÷íî ìàë ïðè n → ∞, òàê êàê ðÿä (5.3)
ñõîäèòñÿ â L2(0, 1). Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå, âîñïîëüçîâàâøèñü îðòî-
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íîðìèðîâàííîñòüþ ôóíêöèé zi(t) è óïîðÿäî÷åííîñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷è-
ñåë λi ïî ìîäóëþ:

‖xn − xnδ‖
2 =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

yi − yδi
λi

zi

∥∥∥∥∥
2

=
n∑
i=1

(yi − yδi )2

λ2
i

6

6
1

λ2
n

n∑
i=1

(yi − yδi )2 6
δ2

λ2
n

.

Èòàê, ‖xn − xnδ‖ 6 δ/ |λn|, è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè n, âûáèðàòü òàê,
÷òîáû δ = 0(|λn|), òî ‖x− xnδ‖ → 0 ïðè n = n(δ)→∞ äëÿ δ → 0.

Íåðåäêî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn èëè èõ ïîðÿäîê èçâåñòíû, è òîãäà
ìîæíî óêàçàòü ïîðÿäîê äëÿ ÷èñëà ñóììèðóåìûõ ÷ëåíîâ n. Íàïðèìåð,
åñëè λn = O(1/n2), òî äëÿ n = o(1/

√
δ), δ → 0 ïðåäëàãàåìûé ìåòîä

ñóììèðîâàíèÿ àïïðîêñèìèðóåò èñêîìîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ñòðîåííûé íàìè ðåãóëÿðèçàòîð äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèáëèæ¼ííî ðåøèòü
ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó.

Áîëåå òî÷íîå çàêëþ÷åíèå è, â ÷àñòíîñòè, îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè èëè îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëó÷èòü íåëüçÿ,
òàê êàê ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñïðàâà â íåðà-
âåíñòâå (5.4) ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. ×òîáû îãðàíè÷èòü ýòó
ñêîðîñòü ñíèçó, íóæíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ñàìîå ïðîñòîå � ïðåä-
ïîëîæèòü èñòîêîïðåäñòàâèìîñòü òî÷íîãî ðåøåíèÿ:
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x(t) =

1∫
0

A(t, s)z(s)ds, ‖z‖ 6 C0. (5.5)

Èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî â L2(0,1) ñõî-
äèòñÿ ðÿä

∞∑
i=1

yi
λ2
i

zi(t) = z(t)

è ÷òî ∞∑
i=1

y2
i

λ4
i

= ‖z‖2 6 C2
0 . (5.6)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå (5.5) âûäåëÿåò êîìïàêòíûé êëàññ
ðåøåíèé, íî ìû íå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì íåïîñðåäñòâåííî, õîòÿ èç
îäíîãî ýòîãî ôàêòà óæå âûòåêàåò ðàâíîìåðíûé äëÿ íàçâàííîãî êëàññà
õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ê íóëþ íîðìû ‖x− xn‖.

Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ (5.6) îöåíèì ýòó íîðìó

‖x− xn‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑

i=n+1

yi
λi
zi

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

i=n+1

y2
i

λ2
i

6 λ2
n

∞∑
i=n+1

y2
i

λ4
i

6 λ2
nC

2
0 .

Âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì ïîëó÷àåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè

‖x− xnδ‖ 6 |λn|C0 + δ/ |λn| . (5.7)
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Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ìåòîäà èìååò âèä ‖x− xnδ‖îïò 6 2
√
C0δ. Åå ïî-

ðÿäîê ðàâåí O(
√
δ). Îíà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè n âûáèðàòü òàê, ÷òîáû |λn| =

=
√
δ/C0.

Åñëè âìåñòî îäíîêðàòíîé èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè (5.5) èìååò ìåñòî
s-êðàòíàÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòü, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè
‖x− xnδ‖ 6 |λn|

sC0+δ/ |λn|, äëÿ êîòîðîé îïòèìàëüíûé ïîðÿäîêO
(
δs/(s+1)

)
äîñòèãàåòñÿ ïðè òàêèõ n, äëÿ êîòîðûõ |λn| = O(δ1/(s+1)).

Èçëîæåííûé çäåñü ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáîá-
ù¼ííîå ñóììèðîâàíèå ðÿäà (5.3), ò. å. êàê ñóììèðîâàíèå ðÿäà

∞∑
i=1

p(i, δ)
yi
λi
zi(t)

ñ ìíîæèòåëÿìè p(i, δ) ðàâíûìè 1 äëÿ i 6 n(δ) è ðàâíûìè 0 äëÿ i > n(δ).
Ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, ïîäîáðàòü è äðóãèå ñóììèðóþùèå ìíîæèòåëè. Âî-
îáùå äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî
íåêîòîðûì ðÿäîì, ïðèãîäíû è èíûå ìåòîäû îáîáù¼ííîãî ñóììèðîâàíèÿ
ðÿäîâ, íàïðèìåð ìåòîäû ×åçàðî, Àáåëÿ è ò. ä.
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6 ÌÅÒÎÄ ÊÂÀÇÈÐÅØÅÍÈÉ

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî êîððåêòíîñòü ïî Òèõîíîâó âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïóòåì ñóæåíèÿ ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé è ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ñóæåíèÿ ìíîæåñòâà ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Â.Ê. Èâàíîâ [23]
ïðåäëîæèë èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îáîáùåíèè ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ.
Ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå I ðîäà

Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y, (6.1)

â êîòîðîì ïî çàäàííîìó, íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîìó, îïåðàòîðó A è ïî
çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðåøåíèå x ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Êâàçèðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.1) íà ìíîæåñòâå
M ⊂ X íàçûâàåòñÿ âñÿêèé ýëåìåíò x′ ∈M , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

ρ(Ax′, y) = inf
x∈M

ρ(Ax, y).

Äðóãèìè ñëîâàìè, êâàçèðåøåíèå x′ ∈M � ýòî òàêàÿ òî÷êà, îáðàç êî-
òîðîé Ax′ ðåàëèçóåò ðàññòîÿíèå ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y äî îáðàçà N = AM
ìíîæåñòâà M . Åñëè ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò òî÷íîå ðåøåíèå, òî ýòî ðå-
øåíèå ÿâëÿåòñÿ è êâàçèðåøåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå êâàçèðåøå-
íèÿ îáîáùàåò ïîíÿòèå ðåøåíèÿ, è äëÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ íå òðåáóåòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ ìíîæåñòâó M . Òåì ñàìûì ñíèìàþòñÿ òðóä-
íîñòè ñ òðåáîâàíèåì à) òèõîíîâñêîé êîððåêòíîñòè, âûçûâàþùèì ïåðå-
îïðåäåëåííîñòü çàäà÷è, è òðóäíîñòè ñ òðåáîâàíèåì â), ïîñêîëüêó îáû÷íî
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íàì íåèçâåñòíà ïðèíàäëåæíîñòü ïðèáëèæåííûõ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíå-
íèÿ ìíîæåñòâó N , à êðèòåðèè ýòîé ïðèíàäëåæíîñòè ÷àñòî ñàìè áûâàþò
íåóñòîé÷èâûìè.

Çíà÷åíèå íîâîãî ïîíÿòèÿ áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî.

Ëåììà 6.1. Åñëè ìíîæåñòâî N ⊂ Y � êîìïàêò, òî äëÿ y ∈ Y âñå-
ãäà ñóùåñòâóåò áëèæàéøàÿ òî÷êà q(y) ∈ N , è åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y
áëèæàéøàÿ â N òî÷êà q(y) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, òî îíà íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò y ∈ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå áëèæàéøåé òî÷êè q(y) ∈ N . Ïî

îïðåäåëåíèþ ρ(y,N) = inf
y′∈N

ρ(y, y′), è, ñîãëàñíî ñìûñëó èíôèìóìà, ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qn} ⊂ N òàêàÿ, ÷òî

ρ(y, qn)→ ρ(y,N), n→∞.

Òàê êàê N � êîìïàêò, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qn} èìååò ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó q ∈ N , ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {qnk}. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ìåòðèêè ρ(y, qnk)→ ρ(y, q), k →∞.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ρ(y, qnk)→ ρ(y,N), k →∞, è âñëåäñòâèå
åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ρ(y, q) = ρ(y,N). Ñóùåñòâîâàíèå áëèæàéøåé
ê y òî÷êè êîìïàêòà N äîêàçàíî.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü óñòîé÷èâîòü ýòîé òî÷êè ïðè åå åäèíñòâåííîñòè.
Ïóñòü yn → y, n → ∞ , è îáîçíà÷èì qn = q(yn) áëèæàéøóþ ê yn òî÷-
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êó èç N . ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ρ(qn, q)→ 0, n→∞ , äîñòàòî÷íî ïî÷òè
äîñëîâíî ïîâòîðèòü ïåðâóþ ÷àñòü íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà. Ëåììà 6.1 äî-
êàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 6.1. Åñëè îïåðàòîð A íåïðåðûâåí è âçàèìíî îäíîçíà÷åí,
à êîìïàêò M ⊂ X òàêîâ, ÷òî ìíîæåñòâî N = AM ⊂ Y îáëàäàåò
ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè áëèæàéøåé òî÷êè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y , òî
çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè êâàçèðåøåíèÿ x(y,M) óðàâíåíèÿ (6.1) íà ìíî-
æåñòâå M ïîñòàâëåíà êîððåêòíî ïî Àäàìàðó.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî N � êîìïàêò. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ N . Íà êîìïàêòå Ì åé îòâå÷àåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn = A−1yn}, èìåþùàÿ íåêîòîðóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó x ∈M . Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ê x ñõîäèòñÿ âñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn}. Íî òîãäà ââèäó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A èìååò ìåñòî
è ñõîäèìîñòü yn = Axn → Ax = y ∈ N, n → ∞, òàê ÷òî âçÿòàÿ ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ N èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó y ∈ N,
à ýòî è çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâî N � êîìïàêò.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 6.1 äëÿ ëþáîãî y ∈ N ñóùåñòâóåò áëèæàé-
øàÿ â N òî÷êà q(y), ïðîîáðàç êîòîðîé A−1q(y) çàâåäîìî ñóùåñòâóåò è
íàçâàí êâàçèðåøåíèåì x(y,M) óðàâíåíèÿ (6.1) íà M . Åäèíñòâåííîñòü
êâàçèðåøåíèÿ ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåííîé åäèíñòâåííîñòè òî÷êè q(y) è
âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îïåðàòîðà A. Òàê êàê ïî ëåììå 6.1 òî÷êà q(y)
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íåïðåðûâíî çàâèñèò îò y ∈ Y , à îïåðàòîð A−1 íåïðåðûâåí ïî q ∈ N , òî
è êâàçèðåøåíèå x(y,M) = A−1q(y) òîæå íåïðåðûâíî ïî y ∈ Y , ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò ïîëåçíîñòü ðàññìîòðåíèÿ êâàçèðåøåíèé.
×òîáû ñäåëàòü åãî êîíñòðóêòèâíûì, ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 6.2. Â âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå N ñòðîãî âûïóêëîãî áàíà-
õîâà ïðîñòðàíñòâà Y ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé áëèæàéøåé ê y ∈ Y
òî÷êè q(y).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñòðîãî
âûïóêëûì, åñëè åãî åäèíè÷íàÿ ñôåðà {x : ‖x‖ = 1} íå ñîäåðæèò íè
îäíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà, íå âûðîæäàþùåãîñÿ â òî÷êó.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ìíîæåñòâî M áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X íàçû-
âàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ∀x1, x2 ∈M ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê αx1+
+(1− α)x2, 0 6 α 6 1 òîæå ïðèíàäëåæèò M .

Ïóñòü q1, q2 ∈ N è ‖y − q1‖ = ‖y − q2‖ = ρ(y,N). Òîãäà âåñü îòðå-
çîê αq1 + (1 − α)q2, 0 6 α 6 1 , ïðèíàäëåæèò êàê ìíîæåñòâó N , òàê
è øàðó V = {q : ‖q − y‖ 6 ρ(y,N)} âñëåäñòâèå èõ âûïóêëîñòè. Íî
ëåæàòü íà ñôåðå, îãðàíè÷èâàþùåé øàð, ýòîò îòðåçîê íå ìîæåò, èíà÷å
ïðîñòðàíñòâî Y íå áûëî áû ñòðîãî âûïóêëûì. Çíà÷èò, âíóòðåííîñòü îò-
ðåçêà äîëæíà ëåæàòü âíóòðè øàðà, ÷òî òîæå íåâîçìîæíî, òàê êàê ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî â N ñóùåñòâóþò òî÷êè, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî òî÷êè ó
ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ρ(y,N) . Ñëåäîâàòåëüíî, íàø ¾îòðåçîê¿ � âûðîæ-
äåííûé: q1 = q2, è ëåììà 6.2 äîêàçàíà. �

Èç ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ è òîãî ôàêòà, ÷òî àääèòèâíûé îïåðàòîð
ïåðåâîäèò âûïóêëûå ìíîæåñòâà â âûïóêëûå æå ìíîæåñòâà, íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì ïðî-
ñòðàíñòâî Y ñòðîãî âûïóêëî. Åñëè îïåðàòîð A âçàèìíî îäíîçíà÷åí,
íåïðåðûâåí è àääèòèâåí, òî çàäà÷à îá îòûñêàíèè êâàçèðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (6.1) íà âûïóêëîì êîìïàêòå M ⊂ X ïîñòàâëåíà êîððåêòíî ïî
Àäàìàpó.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè êîìïàêò M ñîäåðæèò òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (6.1), òî êâàçèðåøåíèÿ íàM äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïðèáëèæåííîé ïðàâîé
÷àñòüþ àïïðîêñèìèðóþò òî÷íîå ðåøåíèå, íåñìîòðÿ íà íåêîððåêòíîñòü
çàäà÷è.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû (6.1) ìîæíî ïîñòðîèòü ðåãóëÿðèçàòîð íà íåêîì-
ïàêòíîì ìíîæåñòâå. Ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü, åñëè ïðåäïîëîæåíèÿ òåî-
ðåìû îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâ X, Y è îïåðàòîðà A âûïîëíåíû. Âîçü-
ìåì ðàñøèðÿþùóþñÿ ñèñòåìó âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â ïðîñòðàíñòâå X:

M1 ⊂M2 ⊂ . . . ⊂Mi ⊂ . . . ⊂ X.

Áóäåì â îïðåäåëåíèè ðåãóëÿðèçàòîðà ïðèäàâàòü ïàðàìåòðó α çíà÷å-
íèÿ 1/i, i = 1, 2, . . . Òîãäà çíà÷åíèå îïåðàòîðà R1/i, íà ýëåìåíòå y ∈ Y



148

îïðåäåëèì êàê êâàçèðåøåíèå R1/iy = x(y,Mi) óðàâíåíèÿ (6.1) íà êîì-
ïàêòå Mi. Òåîðåìà 6.1 îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü êàæäîãî îïåðàòî-
ðà R1/i íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Y. Îáëàñòüþ ðåãóëÿðèçóåìîñòè â äàííîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî M∞ =

⋃
i>1

Mi. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî

x ∈M∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòüR1/iAx→ x, i→∞, òàê êàê òàêîé x, íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî i, ïðèíàäëåæèò âñåì êîìïàêòàì Mi, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî i, âñå êâàçèðåøåíèÿ x(Ax,Mi) = R1/iAx ïîïðîñòó
ñîâïàäàþò ñ äàííûì x. Îáëàñòü ðåãóëÿðèçóåìîñòè M∞ ìîæíî ñäåëàòü
íåêîìïàêòíîé, âçÿâ êîìïàêòûMi, íàïðèìåð, òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâîM∞
áûëî ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå X.

Òåîðåìà 6.2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.1 ïðîñòðàíñòâî X � ãèëü-
áåðòîâî, à ïîä ìíîæåñòâîì M ⊂ X ïîíèìàåòñÿ ëþáîé çàìêíóòûé
îãðàíè÷åííûé øàð {x : ‖x− x‖ 6 r}, òî çàäà÷à îá îòûñêàíèè êâàçèðå-
øåíèé íà ýòîì øàðå ñëàáî êîððåêòíà ïî Àäàìàðó.

Òåîðåìà ýòà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 6.1, ïîñêîëüêó
äëÿ àääèòèâíîãî îïåðàòîðà íåïðåðûâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñèëüíûõ òî-
ïîëîãèé ïðîñòðàíñòâ X, Y ýêâèâàëåíòíà íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòåëüíî
èõ ñëàáûõ òîïîëîãèé, à çàìêíóòûé îãðàíè÷åííûé øàð ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëàáûé êîìïàêò. Òàêèì îáðàçîì, îòíî-
ñèòåëüíî ñëàáûõ òîïîëîãèé ìû ïîïàäàåì â óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1, ÷òî è
îáåñïå÷èâàåò êîððåêòíîñòü ïî Àäàìàðó â ñëàáîì ñìûñëå çàäà÷è î êâà-
çèðåøåíèÿõ.
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Ê ñîæàëåíèþ, ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè êâàçèðåøåíèé â óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû 6.2 ìîæåò íå áûòü.

Åñëè âçÿòü Mi = {x : ‖x− x‖ 6 ri}, ri →∞, i→∞, è ïîëîæèòü, êàê
âûøå, R1/iy = x(y,Mi), òî ïîëó÷èì ñëàáûé ðåãóëÿðèçàòîð ñ ìíîæåñòâîì
ðåãóëÿðèçóåìîñòèM∞ = X (ò.å. ýòîò ðåãóëÿðèçàòîð áóäåò ãëîáàëüíûì).
Ýòî âèäíî èç òåîðåìû 6.2.

Ïðèâåäåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû ðåãóëÿðèçàòîðîâ äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâà X = L2(0, 1), îñíîâàííûå íà òåîðåìàõ 6.1 è 6.2. Îáîçíà÷èì ‖x‖1

íîðìó ýëåìåíòà x â ïðîñòðàíñòâå W 1
2 (0, 1). Èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàí-

ñòâî W 1
2 (0, 1) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) [27, ñ. 61], à ìíîæåñòâà

{x : ‖x‖1 6 r} îáðàçóþò (ñèëüíûå) êîìïàêòû â L2(0, 1). Ïîýòîìó â îïè-
ñàííîì âûøå ðåãóëÿðèçàòîðå ìîæíî ïîëîæèòü

Mi = {x : ‖x‖1 6 ri}, ri →∞, i→∞.

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ðåãóëÿðèçóåìîñòè ñîâïàäàåò ñ ïëîòíûì
â L2(0, 1) ìíîæåñòâîì ôóíêöèé èç W 1

2 (0, 1), à ðåãóëÿðèçàöèÿ (ñõîäè-
ìîñòü R1/iAx → x, i → ∞) íà ýòîì ìíîæåñòâå èìååò ìåñòî íå òîëü-
êî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ (â ìåòðèêå L2(0, 1)), íî è ðàâíîìåðíàÿ (â ìåò-
ðèêå C[0, 1]), òàê êàê ìíîæåñòâà Mi ïî òåîðåìàì âëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
êîìïàêòàìè è â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]. Ïîñòðîåííûé ðåãóëÿðèçàòîð ïîç-
âîëÿåò ïðèáëèæåííî îòûñêàòü òî÷íîå ðåøåíèå, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó W 1

2 (0, 1).



150

Åñëè ïîëîæèòü

mi = {x : ‖x‖ 6 ri}, ri →∞, i→∞,

òî ìû ïîëó÷èì ñëàáûé ðåãóëÿðèçàòîð. Õîòÿ îí îáåñïå÷èâàåò ëèøü ñëà-
áóþ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1), íî çàòî îáëàñòüþ ðåãóëÿðèçó-
åìîñòè ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî L2(0, 1), òàê ÷òî äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè
äîñòàòî÷íî ëèøü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â L2(0, 1).

Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ íåâÿçêè ‖Ax− y‖ íà ìíîæåñòâàõMi èmi,
íåîáõîäèìàÿ äëÿ îòûñêàíèÿ êâàçèðåøåíèé, çàòðóäíåíà òåì, ÷òî ýòè ìíî-
æåñòâà áåñêîíå÷íîìåðíû. Ïðåäëîæèì êîíñòðóêöèþ, îáëåã÷àþùóþ íà-
õîæäåíèå êâàçèðåøåíèé.

Òåîðåìà 6.3. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.1 âûáðàòü ñèñòåìó âû-
ïóêëûõ êîìïàêòîâ M 1 ⊂ M 2 ⊂ . . . ⊂ Mn ⊂ . . . ⊂ M òàê, ÷òîáû⋃
n>1

Mn = M (÷åðòà îçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà), òî êâàçèðåøå-

íèÿ x(y,Mn) áóäóò ñõîäèòüñÿ ê êâàçèðåøåíèþ x(y,M) ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîð A è ïëîòíîñòè

ìíîæåñòâà
⋃
n>1

Mn â M ñëåäóåò, ÷òî è ìíîæåñòâî
⋃
n>1

AMn òîæå ïëîòíî

â ìíîæåñòâå AM .
Ïîýòîìó òî÷êè qn ∈ AMn, n = 1, 2, . . ., ðåàëèçóþùèå ðàññòîÿíèå

ρ(y, AMn), ïðè n → ∞ ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êå q ∈ AM , ðåàëèçóþùåé ðàñ-
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ñòîÿíèå ρ(y, AM). Îñòàëüíîå äîêàçûâàåòñÿ ññûëêîé ïà íåïðåðûâíîñòü
îïåðàòîðà A−1 íà ìíîæåñòâå AM . Òåîðåìà 6.3 äîêàçàíà. �

Ïðèìåíèì äîêàçàííóþ òåîðåìó äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîñòðîåíèÿ êâà-
çèðåøåíèé. Ïóñòü xk(t), k = 1, 2, . . . , � ïîëíàÿ â íàøåì ïðîñòðàí-
ñòâå L2(0, 1) îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðî-
ñòðàíñòâó W 1

2 (0, 1), íàïðèìåð, åþ ìîæåò áûòü ñèñòåìà

1,
sinπx√

2
,
cos πx√

2
, . . . ,

sin kπx√
2

,
cos kπx√

2
, . . . .

Òîãäà áóäåì èñêàòü êâàçèðåøåíèÿ íå íà ìíîæåñòâå Mi, a íà ìíîæå-
ñòâå

Mn
i =

{
x : x =

n∑
k=1

ckxk(t), ‖x‖1 6 ri

}
äîñòàòî÷íî áîëüøîé, íî êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè n. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.3,
êâàçèðåøåíèÿ x(y,Mn

i ) ïðè áîëüøèõ n àïïðîêñèìèðóþò êâàçèðåøå-
íèå x(y,Mi), íî ìèíèìèçàöèÿ íåâÿçêè ‖Ax− y‖ íà ìíîæåñòâåMn

i â ñèëó
åãî êîíå÷íîìåðíîñòè çíà÷èòåëüíî ïðîùå, è äëÿ íåå ìîãóò áûòü ïðèìå-
íåíû ïðîñòåéøèå ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîãè÷íûé ðåãóëÿðèçàòîð òàêæå è ïðè ïîìîùè
ñèñòåìû êîíå÷íîìåðíûõ ìíîæåñòâ

µ
(1)
i =

{
x : x =

ni∑
k=1

ckxk, ‖x‖1 6 ri

}
, ni, ri →∞, i→∞,
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íî, ê ñîæàëåíèþ, åãî îáëàñòüþ ðåãóëÿðèçóåìîñòè áóäåò ëèøü ìíîæåñòâî
ôóíêöèé, èìåþùèõ êîíå÷íîå ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñèñòåìå {xk(t)}. Òà-
êèì îáðàçîì, ðàçëè÷íîå èñïîëüçîâàíèå âïîëíå àíàëîãè÷íûõ ìíîæåñòâMn

i

è µ
(1)
i âåäåò ê ðàçíûì ðåçóëüòàòàì: èñïîëüçîâàíèå ìíîæåñòâ Mn

i ñîîò-
âåòñòâóåò ïîâòîðíîìó ïðåäåëó òèïà lim

i→∞
lim
n→∞

è ñîõðàíÿåò ñðàâíèòåëüíî

øèðîêóþ îáëàñòü ðåãóëÿðèçóåìîñòè ðåãóëÿðèçàòîðà, ïîñòðîåííîãî ñ ïî-
ìîùüþ ìíîæåñòâ Mi, òîãäà êàê èñïîëüçîâàíèå ìíîæåñòâ µ

(1)
i ñîîòâåò-

ñòâóåò äâîéíîìó ïðåäåëó ñ íåçàâèñèìûì ñòðåìëåíèåì ni, ri → ∞, ÷òî
ñóùåñòâåííî ñóæàåò îáëàñòü ðåãóëÿðèçóåìîñòè.

Òó æå ñàìóþ îáëàñòü ðåãóëÿðèçóåìîñòè èìååò è ðåãóëÿðèçàòîð, ïî-
ñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâ

µi =

{
x : x =

ni∑
k=1

ckxk, ‖x‖ 6 ri

}
, ni, ri →∞, i→∞,

òàê ÷òî è çäåñü ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïðèìåíÿòü îïèñàííûé âûøå ñëàáûé
ðåãóëÿðèçàòîð, ïîñòðîåííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæåñòâ mi, è ïðèáëè-
æàòü åãî çíà÷åíèÿ êâàçèðåøåíèÿìè íà êîíå÷íîìåðíûõ ìíîæåñòâàõ.

Âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñ îá îöåíêå óñòîé÷èâîñòè êâàçèðåøåíèé. Äà-
äèì òàêóþ îöåíêó â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6.1, ñ÷èòàÿ ïðîñòðàíñòâî Y ãèëü-
áåðòîâûì. Ïóñòü, êàê è âûøå, M ⊂ X � âûïóêëûé êîìïàêò, N = AM .
Òîãäà îïåðàòîð A−1 � íåïðåðûâåí íà N , à òàê êàê N � êîìïàêò, òî
ñóùåñòâóåò ìîäóëü ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà N îïåðàòîðà A−1,
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îïðåäåëÿåìûé êàê ôóíêöèÿ

ω(δ) = sup ‖x− x‖ ïðè x, x ∈M, ‖Ax− Ax‖ 6 δ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 6.3. Åñëè Y � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, N ⊂ Y � çà-
ìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, q1, q2 ∈ N áëèæàéøèå ê ýëåìåíòàì
y1, y2 ∈ Y òî÷êè èç N , òî ‖q1 − q2‖ 6 ‖y1, y2‖ .

Ýòà ëåììà ïðè íàëè÷èè ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω(δ), êîòîðûé ÷à-
ñòî áûâàåò èçâåñòåí (òî÷íåå, áûâàåò èçâåñòíà åãî ìàæîðàíòà), ïîçâî-
ëÿåò îöåíèòü ïîãðåøíîñòü êâàçèðåøåíèÿ ïî ïîãðåøíîñòè ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (6.1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðàâûì ÷àñòÿì y1 è y2 îòâå÷àþò
êâàçèðåøåíèÿ x1 è x2, òî ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ω(δ) èìååì

‖x1 − x2‖ 6 ω(‖q1 − q2‖),

è ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ëåììå 6.3,

‖q1 − q2‖ 6 ‖y1 − y2‖ ,

òî
‖x1 − x2‖ 6 ω(‖y1 − y2‖)

Ýòî è åñòü òðåáóåìàÿ îöåíêà. Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ïðàâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò δ, òî â ñëó÷àå ãèëüáåðòî-
âà ïðîñòðàíñòâà Y ðàññòîÿíèå ìåæäó îòâå÷àþùèìè èì êâàçèðåøåíèÿìè



154

íå áîëüøå ω(δ), ïðè÷åì â ñèëó ñâîéñòâ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ïðè δ → 0
è ω(δ)→ 0.

Ìû îãðàíè÷èëèñü ëèøü èçëîæåíèåì ïðîñòåéøèõ ôàêòîâ èç òåîðèè
êâàçèðåøåíèé.
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7 ÌÅÒÎÄ ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈÈ

Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí À.Í. Òèõîíîâûì [24], ïî÷òè îäíîâðåìåííî
ñ ìåòîäîì êâàçèðåøåíèé Â.Ê. Èâàíîâà è îêàçàëñÿ äîñòàòî÷íî óäîáíûì
â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå

Ax = y, x ∈ X, y ∈ Y, (7.1)

ãäå ïî çàäàííîìó íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A è ýëåìåíòó
y ∈ Y òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå x ∈ X.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ äîïîëíèòåëüíî, ÷òî A � íåïðåðûâåí, âçàèìíîîäíî-
çíà÷åí è, âîçìîæíî, íåëèíååí. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò, è ïîäáåð¼ì ðåãóëÿðèçóþùèé (ñòàáèëèçèðóþùèé) ôóíêöèî-
íàë Ω(x) îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) òî÷íîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(Ω) ôóíêöè-
îíàëà Ω(x);

2) íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàë Ω(x) ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå
íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ
(Ω(x) > 0, x ∈ D(Ω));

3) âñå ìíîæåñòâà MC = {x : Ω(x) 6 C}, C > 0, ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòà-
ìè â ïðîñòðàíñòâå X.
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Îïðåäåëåíèå 7.1. Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì,
åñëè ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ èìååò ïðå-
äåëüíûå òî÷êè. Åñëè ìíîæåñòâî M , êðîìå òîãî, çàìêíóòî, òî åãî
íàçûâàþò êîìïàêòîì (ò.å. êîìïàêòó ïðèíàäëåæàò âñå ïðåäåëüíûå
òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Èäåÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàçûñêàòü ìè-
íèìèçèðóþùèé ýëåìåíò íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà, íî íå ôóíêöèîíà-
ëà ρ(Ax, y) � òàêàÿ çàäà÷à áûëà áû ýêâèâàëåíòíîé óðàâíåíèþ (7.1) è
ïîýòîìó òîæå íåêîððåêòíîé, à íåñêîëüêî ¾èñïðàâëåííîãî¿ è îáëàäàþ-
ùåãî ñòàáèëèçèðóþùèìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèîíàëà

fα(x, y) = ρ2(Ax, y) + αΩ(x), x ∈ D(Ω)

ñ ðåãóëÿðèçóþùèì ïàðàìåòðîì α > 0. Ìèíèìèçàöèþ áóäåì âåñòè íà
ìíîæåñòâå D(Ω). Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè îñíîâàíî íà ñëåäó-
þùèõ ïðåäëîæåíèÿõ.

Ëåììà 7.1. Åñëè ïðîñòðàíñòâà X è Y � ìåòðè÷åñêèå, îïåðàòîð A
íåïðåðûâåí è âçàèìíî îäíîçíà÷åí, à ôóíêöèîíàë Ω(x) óäîâëåòâîðÿåò
óêàçàííûì âûøå òðåáîâàíèÿì, òî äëÿ ∀y ∈ Y ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
xα ∈ D(Ω) ìèíèìèçèðóþùèé íà D(Ω) ôóíêöèîíàë fα(x) ñ α > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê ρ2 > 0, Ω(x) > 0, α > 0, òî fα ñãëàæèâàþùèé ôóíêöè-

îíàë ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó (ò.å. ïðîñòî íåîòðèöàòåëåí). Ñëåäî-
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âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò inf
x∈D(A)

fα(x) = m. Ïî îïðåäåëåíèþ inf ñóùåñòâóåò

ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ∈ D(Ω), äëÿ êîòîðîé

fα(xn)→ m = inf
x∈D(Ω)

fα(x), n→∞.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî fα(xn+1) < fα(xn) äëÿ âñåõ n > 1. Òîãäà

ρ2(Axn, y) + αΩ(xn) 6 fα(x1).

Îòáðîñèâ ïîëîæèòåëüíûé ÷ëåí ρ2(Axn, y), ïîëó÷èì

αΩ(xn) 6 fα(x1),

Ω(xn) 6
1

α
fα(x1), n > 1,

è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ëåæèò â êîìïàêòåMC , C = 1
αf

α(x1). Ïî-
ýòîìó ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà xα ∈ MC ⊂ D(Ω), êîòîðóþ ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Ïîêàæåì, ÷òî xα � èñêîìûé
ýëåìåíò. Äëÿ ýòîãî íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî fα(xα) = m, ò.å. ρ2(Axα, y)+

+αΩ(xα) = m èëè ÷òî Ω(xα) =
1

α

[
m− ρ2(Axα, y)

]
. Òàê êàê îïåðà-

òîð A íåïðåðûâåí, à xn → xα, n → ∞, òî Axn → Axα, ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(Axn, y)→ ρ(Axα, y), n→∞. Ïîýòîìó

Ω(xn) =
1

α
[fα(xn)− ρ2(axn, y)]→ 1

α
[m− ρ2(Axα, y)], n→∞.
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Îáîçíà÷èì
1

α
[m − ρ2(Axα, y)] = a, ñëåäîâàòåëüíî, Ω(xn) → a, çíà÷èò,

äëÿ ∀ε > 0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðîâ n Ω(xn) < a + ε ïî
îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, íî ýòèì ðàâåíñòâîì îïðåäåëÿåòñÿ êîìïàêò Ma+ε

ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} äîëæíà ïðè-
íàäëåæàòü êîìïàêòó Ma+ε,∀ε > 0, ò. å. xα ∈Ma, ⇒ Ω(xa) 6 a.

Ëåììà 7.1 äîêàçàíà. �

Åäèíñòâåííîñòü ìèíèìèçèðóþùåãî ýëåìåíòà.

Ëåììà 7.2. Åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì ëåììû 7.1 ïðîñòðàíñòâà
X,Y � áàíàõîâû, îïåðàòîð A � àääèòèâíûé, à ôóíêöèîíàë Ω(x) ñòðîãî
âûïóêëûé, òî ìèíèìèçèðóþùèé ýëåìåíò xα åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Çàäàííûé íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå M âåùåñòâåí-
íûé ôóíêöèîíàë Ω(x) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì (âíèç), åñëè äëÿ
∀x1, x2 ∈M, x1 6= x2 âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

Ω

(
x1 + x2

2

)
<

1

2
Ω(x1) +

1

2
Ω(x2).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî èìåþòñÿ äâà ýëåìåíòà x1 è x2, äëÿ
êîòîðûõ fα(x1) = fα(x2) = m . Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà äîëæíî áûòü

fα
(
x1 + x2

2

)
< m. Ñíà÷àëà äîêàæåì íåðàâåíñòâî
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(a+ b)2 6 2(a2 + b2); a2 + 2ab+ b2 6 2a2 + 2b2;
a2 − 2ab+ b2 > 0; (a− b)2 > 0.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâà X, Y � áàíàõîâû, òî â íèõ ââåäåíà íîðìà, ñëåäî-
âàòåëüíî, ∥∥∥∥Ax1 + x2

2
− y
∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥1

2
(Ax1 − y) +

1

2
(Ax2 − y)

∥∥∥∥2

6

6

(
1

2
‖Ax1 − y‖+

1

2
‖Ax2 − y‖

)2

6

6 2 · 1
4

(
‖Ax1 − y‖2 + ‖Ax2 − y‖2

)
=

=
1

2

(
‖Ax1 − y‖2 + ‖Ax2 − y‖2

)
. (7.2)

Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè ñòàáèëèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà ïîëó÷èì

Ω

(
x1 + x2

2

)
<

1

2
Ω(x1) +

1

2
Ω(x2). (7.3)

Ñëîæèâ (7.2) è (7.3), ïîëó÷èì (óìíîæèâ ïðåäâàðèòåëüíî (7.3) íà α):

fα
(
x1 + x2

2

)
=

∥∥∥∥Ax1 + x2

2
− y
∥∥∥∥2

+ αΩ

(
x1 + x2

2

)
<

<
1

2
fα(x1) +

1

2
fα(x2) = m.
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Ïîýòîìó fα
(
x1 + x2

2

)
< m ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ âåëè÷è-

íû m. Òàêèì îáðàçîì, äâóõ ìèíèìèçèðóþùèõ ýëåìåíòîâ áûòü íå ìîæåò
è ëåììà 7.2 äîêàçàíà. �

Ëåììà 7.3. Åñëè äëÿ y0 ∈ Y ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (7.1), òî â óñëîâèÿõ ëåììû 7.1 ñ y = y0 = Ax0 èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü xα → x0, α→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê xα � ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë fα , òî

fα(xα, y0) 6 fα(x0, y0) = ρ2(Ax0, y0) + αΩ(x0) = αΩ(x0).

Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ2(Axα, y0) + αΩ(xα) 6 αΩ(x0)

Îòñþäà αΩ(xα) 6 fα(xα, y0) 6 αΩ(x0). Òàê êàê α > 0, òî Ω(xα) 6
6 Ω(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå x

α ∈ MC , C = Ω(x0), ò.å. âñå x
α ïðèíàäëå-

æàò êîìïàêòó. Êðîìå òîãî, òàê êàê

ρ2(Axα, y0) + αΩ(xα) 6 αΩ(x0) è αΩ(xα) > 0,

òî

ρ2(Axα, y0) 6 αΩ(x0)→ 0, α→ 0, (Ω(x0) = const).
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Ïîýòîìó ρ2(Axα, y0) → 0, α → 0. Çíà÷èò, yα = Axα → y0 íà îá-
ðàçå êîìïàêòà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè. Íî íà îáðàçå êîìïàê-
òà íåïðåðûâíîå è âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èìååò íåïðåðûâ-
íîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå A−1, ò.å. ïðàîáðàçû îáðàçîâ òîæå ñõîäÿòñÿ,
A−1(Axα)→ A−1y0, ò.å. x

α → x0.

Ëåììà 7.3 äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà X è Y � áàíàõîâû, îïåðàòîð
A � àääèòèâåí, íåïðåðûâåí è âçàèìíî îäíîçíà÷åí, ôóíêöèîíàë Ω(x) �
ñòðîãî âûïóêëûé è óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì 1) �3) è ïóñòü äëÿ
y0 ∈ Y ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.1) x0 ∈ D(Ω). Åñëè
âìåñòî òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ y0 ∈ Y èçâåñòíû ïðèáëèæå-
íèÿ yδ ∈ Y òàêèå, ÷òî ρ(yδ, y0) 6 δ, è çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α âûáèðà-
åòñÿ òàê, ÷òîáû

α(δ)→ 0, δ → 0 (7.4)

lim
δ→0

δ2

α(δ)
6 γ <∞, (7.5)

òî ýëåìåíòû x
α(δ)
δ , ìèíèìèçèðóþùèå ôóíêöèîíàë fα(δ)(x; yδ) íà D(Ω),

ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x0 â ïðîñòðàíñòâå X ïðè δ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êàæäîãî ìèíèìèçèðóþùåãî ýëåìåí-

òà x
α(δ)
δ äîêàçàíû â ëåììàõ 7.1 è 7.2. Ñõîäèìîñòü x

α(δ)
δ → x0, δ → 0 ïî-
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êàæåì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7.3.
Èìååì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî x

α(δ)
δ � ìèíèìèçèðóþùèé ýëåìåíò:

fα(δ)(x
α(δ)
δ , yδ) 6 fα(δ)(x0, yδ) = ρ2(Ax0, yδ) + α(δ) Ω(x0) 6

6 δ2 + α(δ) Ω(x0) = α(δ)

(
Ω(x0) +

δ2

α(δ)

)
. (7.6)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî Ω(x
α(δ)
δ ) 6 Ω(x0) + δ2

α(δ) .

Äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ â ñèëó lim
δ→0

δ2

α(δ) 6 γ ìîæíî óòâåð-

æäàòü, ÷òî Ω(x
α(δ)
δ ) 6 Ω(x0)+γ+ε, ãäå ε > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøè ìèíè-

ìèçèðóþùèå ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò êîìïàêòóMC , ãäå C = Ω(x0)+γ+ε.
Ïîñìîòðèì, êàê âåäóò ñåáÿ îáðàçû ýòèõ ìèíèìèçèðóþùèõ ýëåìåíòîâ.

ρ(Ax
α(δ)
δ , y0) 6 ρ(y

α(δ)
δ , yδ) + ρ(yδ, y0) 6 ρ(y

α(δ)
δ , yδ) + δ.

Òàê êàê èç (7.6) ρ2(Ax
α(δ)
δ , yδ) 6 δ2 + α(δ) Ω(x0), òî

ρ(Ax
α(δ)
δ , y0) 6 δ +

√
δ2 + α(δ) Ω(x0)→ 0, δ → 0,

ïîñêîëüêó α(δ)→ 0, δ → 0.
Èòàê, îáðàçû ìèíèìèçèðóþùèõ ýëåìåíòîâ ñòðåìÿòñÿ ê y0, ïîýòîìó

èõ ïðîîáðàçû x
α(δ)
δ → x0, δ → 0.

Òåîðåìà 7.1 äîêàçàíà. �
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Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè íóæíî âûáèðàòü ïà-
ðàìåòð α ñòðåìÿùèìñÿ ê íóëþ, íî íå áûñòðåå δ2.

Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî áîëåå áûñòðîå óáûâàíèå α îáÿçàòåëüíî íåïðè-
åìëåìî: ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåð, â êîòîðîì è áîëåå âûñîêàÿ, è äàæå ëþ-
áàÿ ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïàðàìåòðà α îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü
ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè. Îäíàêî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 7.1 ýòîãî äîêàçàòü
íåëüçÿ, òàê êàê ñóùåñòâóþò çàäà÷è, â êîòîðûõ íàðóøåíèå óñëîâèÿ (7.5)

âåäåò ê ðàñõîäèìîñòè ýëåìåíòîâ x
α(δ)
δ , òàê ÷òî â êëàññå çàäà÷, îïèñûâà-

åìûõ òåîðåìîé 7.1, ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî.

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåX ôóíêöèîíàë Ω(x) ìîæíî áðàòü áîëåå
ïðîñòîé, â âèäå ‖x‖2 , è õîòÿ ìíîæåñòâà MC â ýòîì ñëó÷àå ëèøü ñëàáî
êîìïàêòíû, ñõîäèìîñòü ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðåøåíèé ïîëó÷àåòñÿ ñèëüíàÿ.
Òàêîé âûáîð ñòàáèëèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà, êðîìå ñâîåé ïðîñòîòû,
óäîáåí åùå òåì, ÷òî îáëàñòü åãî îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâîì X. Äëÿ ðåãóëÿðèçóåìîñòè óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ëèøü ôàê-
òà ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Íî óñëîâèÿ íà ïàðàìåòð α ïðè ýòîì
íåñêîëüêî æåñò÷å: α äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ìåäëåííåå, ÷åì δ2.

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω(x) = ‖x‖2

è âûïîëíåíû îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû 7.1. Òîãäà ïðè α(δ), óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì (7.4) è (7.5) ñ γ = 0, ðåãóëÿðèçîâàííûå ýëå-

ìåíòû x
α(δ)
δ ñõîäÿòñÿ ïðè δ → 0 ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïî íîðìå ïðî-

ñòðàíñòâà X.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðè ∀γ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî x

α(δ)
δ − → x0, δ → 0. Íî èç

ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî ‖x0‖ 6 lim
δ→0

∥∥∥xα(δ)
δ

∥∥∥ .
Ïîñêîëüêó Ω(x) = ‖x‖2 è Ω(x

α(δ)
δ ) 6 Ω(x0) + δ2

α(δ) (èç òåîðåìû 7.1 è

èç (7.6)), ñëåäîâàòåëüíî,∥∥∥xα(δ)
δ

∥∥∥2

6 ‖x0‖2 +
δ2

α(δ)
.

Òîãäà

lim
δ→0

∥∥∥xα(δ)
δ

∥∥∥2

6 lim
δ→0

(
‖x0‖2 +

δ2

α(δ)

)
= ‖x0‖2 .

Ñëåäîâàòåëüíî,
∥∥∥xα(δ)

δ

∥∥∥→ ‖x0‖ , δ → 0, à ýòî âìåñòå ñî ñëàáîé ñõîäè-

ìîñòüþ äàåò ââèäó ñâîéñòâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è ñèëüíóþ ñõîäè-

ìîñòü:
∥∥∥xα(δ)

δ − x0

∥∥∥→ 0, δ → 0.

Òåîðåìà 7.2 äîêàçàíà. �

Â ñëó÷àå, êîãäà X = Y � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî âûáîð Ω(x) =
= ‖x‖2 äàåò äëÿ ôóíêöèîíàëà fα(x, y) óðàâíåíèå Ýéëåðà âèäà

A∗A+ αx = A∗y. (7.7)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè â ÿâíîé ôîðìå ëèíåéíûé ðåãóëÿðèçà-
òîð Rα = (A∗A+αE)−1A∗, E � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, è òåì ñàìûì
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òåîðåìà 7.2 äàåò îáîñíîâàíèå äëÿ ïåðåõîäà îò óðàâíåíèÿ I ðîäà (7.1)
ê óðàâíåíèþ II ðîäà (7.7). Ýòî îáîñíîâàíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è èíà÷å,
åñëè ó÷åñòü, ÷òî â íàøèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (7.1) ýêâèâàëåíòíî óðàâ-
íåíèþ A∗Ax = A∗y ñ ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì A∗A. Ïî ñðàâíåíèþ
ñ ýòèì ïîñëåäíèì îïåðàòîðîì îïåðàòîð óðàâíåíèÿ (7.7) èìååò ñïåêòð,
ñäâèíóòûé âïðàâî íà α > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñîäåðæàùèé íóëÿ. Ïî-
ýòîìó îïåðàòîð A∗A + αE çàâåäîìî èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, è
ðåãóëÿðèçàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ðàçóìíîìó ñîãëàñîâàíèþ ïàðàìåòðà α ñî çíà-
÷åíèåì ïîãðåøíîñòè δ. Ïðàâèëà òàêîãî ñîãëàñîâàíèÿ äàåò òåîðåìà 7.2.

Ïîëó÷èì àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè äëÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàöèîíàëüíî âûáèðàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α ïî çà-
äàííîìó ôèêñèðîâàííîìó δ.

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü X = Y � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, Ω(x) =
= ‖x‖2 è âûïîëíåíû îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû 7.2. Òîãäà, åñëè òî÷-
íîå ðåøåíèå x0 ÿâëÿåòñÿ èñòîêîïðåäñòàâèìûì ñ îïåðàòîðîì A∗, ò.å.
x0 = A∗z0, ‖z0‖ 6 C0, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

‖xαδ − x0‖ 6
δ√
α

+
√
αC0.

Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå α = δ/C0
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ‖xαδ − x0‖ 6 ‖xαδ − xα0‖+ ‖xα0 − x0‖ , ãäå xα0 � ìèíèìè-
çèðóþùèé ýëåìåíò òîãî ñàìîãî ôóíêöèîíàëà, ó êîòîðîãî â ïðàâîé ÷àñòè
ñòîèò íå yδ, à y0:

fα(x, y0) = ‖Ax− y0‖2 + α ‖x‖2 .

Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ ôóíêöè-
îíàëà fα(x, y) = ‖Ax− y‖2 + α ‖x‖2 óðàâíåíèåì Ýéëåðà ñëóæèò óðàâ-
íåíèå A∗Ax + αx = A∗y. Ïîýòîìó ýëåìåíòû xαδ è xα0 óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâåíñòâàì

A∗Axαδ + αxαδ = A∗yδ, A∗Axα0 + αxα0 = A∗y0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü xαδ−xα0 åñòü ìèíèìèçèðóþùèé ýëåìåíò ôóíê-
öèîíàëà fα(x, yδ − y0). Ýòî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âû-
÷åñòü âòîðîå:

A∗A(xαδ − xα0 ) + α(xαδ − xα0 ) = A∗(yδ − y0).

Ïî îïðåäåëåíèþ ìèíèìèçèðóþùåãî ýëåìåíòà

fα(xαδ − xα0 , yδ − y0) 6 fα(0, yδ − y0) = ‖yδ − y0‖2 6 δ2

è ïîñêîëüêó
α ‖xαδ − xα0‖

2 6 fα(xαδ − xα0 , yδ − y0),

òî ‖xαδ − xα0‖ 6 δ√
α
.
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Ïåðåõîäèì êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 = A∗z0,

ãäå x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ A∗Ax0 = A∗y0, à x
α
0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

A∗Axα0 + αxα0 = A∗y0. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ýòèõ óðàâíåíèé:

A∗A(xα0 − x0) + αxα0 = 0

èëè
A∗A(xα0 − x0) + α(xα0 − x0) = −αx0.

A∗A(xα0 − x0) + α(xα0 − x0) = −αA∗z0 � ýòî óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ
ôóíêöèîíàëà fα(x, −αx0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò x

α
0 − x0 ìèíè-

ìèçèðóåò ôóíêöèîíàë fα(x, −α z0). Î÷åâèäíî ïîýòîìó, ÷òî

fα(xα0 − x0, −α z0) 6 fα(0, −α z0) = α2 ‖z0‖2 .

Òàê êàê
α ‖xα0 − x0‖2 6 fα(xα0 − x0, −α z0),

òî
‖xα0 − x0‖ 6

√
α ‖z0‖ .

Ïîýòîìó

‖xαδ − x0‖ 6 ‖xαδ − xα0‖+ ‖xα0 − x0‖ 6
δ√
α

+
√
αC0.

Îïòèìèçèðóåì ïîëó÷åííóþ îöåíêó ïî α. Îáîçíà÷èì
√
α = t,
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òîãäà

f(t) =
δ

t
+ C0t, f

′(t) = − δ
t2

+ C0.

f ′(t) = 0, ⇒ t2 =
δ

C0
,

ò. å. t∗ =
√

δ
C0
, α = δ

C0
, f

′′
(t) = 2δ

t3 , f
′′
(t∗) = 2δ(√

δ
C0

)3 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, t∗ � òî÷êà ìèíèìóìà. Îòñþäà

‖xαδ − x0‖îïò 6
δ√
δ
C0

+

√
δ

C0
C0 = 2

√
δ C0.

Òåîðåìà 7.3 äîêàçàíà. �

Êàê âèäíî èç äîêàçàííîé òåîðåìû, àïðèîðíîå çíà÷åíèå èñòîîáðàçíî-
ñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ x0 = A∗z0 ñ îöåíêîé ‖z0‖ 6 C0 âåñüìà âàæíî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè è äëÿ ðàçóìíîãî
âûáîðà çíà÷åíèÿ ðåãóëÿðèçóþùåãî ïàðàìåòðà α.
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8 ÌÅÒÎÄ ÍÅÂßÇÊÈ

Îí ïðåäëîæåí áåç îáîñíîâàíèÿ äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ Ä.Ï.Ôèëëèï-
ñîì [25] è îáîñíîâàí äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ Â.Ê.Èâàíîâûì [26].

Ìåòîä ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè îïèñàííîãî â ìåòîäå ðåãóëÿðèçàöèè
ñòàáèëèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà Ω(x)

fα(x, y) = ρ2(Ax, y) + αΩ(x), α > 0,

ãäå Ω(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ax = y ïðèíàäëåæèò D(Ω);

2) Ω(x) > 0, x ∈ D(Ω);

3) ìíîæåñòâà MC = {x|Ω(x) 6 C} , C > 0 ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòàìè â
ïðîñòðàíñòâå X.

Ôóíêöèîíàë Ω(x) ìèíèìèçèðóåì ïðè óñëîâèè íà âåëè÷èíó íåâÿçêè

ρ(Ax, yδ) 6 ϕ(δ), (8.1)

ãäå ϕ(δ) > δ, ϕ(δ)→ 0, δ → 0.
×àùå âñåãî ïîëàãàþò ϕ(δ) = δ. Åñëè îïåðàòîð A � àääèòèâíûé, òî â

ñîîòíîøåíèè (8.1) âìåñòî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïèñàòü çíàê ðàâåíñòâà:

ρ(Ax, yδ) = ϕ(δ).
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Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü X,Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, A � íåïðå-
ðûâíûé îïåðàòîð, à ôóíêöèîíàë Ω(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) � 3).
Åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå òî÷íîå ðåøåíèå x0 óðàâíåíèÿ (7.1),
ïðèíàäëåæàùåå îáëàñòè D(Ω), à ïðèáëèæåíèÿ yδ òî÷íîé ïðàâîé ÷à-
ñòè y0 óðàâíåíèÿ (7.1) òàêîâû, ÷òî ρ(yδ, y0) 6 δ, òî ýëåìåíòû xϕ(δ),

ìèíèìèçèðóþùèå ôóíêöèîíàë Ω(x) ïðè óñëîâèè (8.1), ñõîäÿòñÿ ê òî÷-
íîìó ðåøåíèþ x0 ïðè δ → 0

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âî-ïåðâûõ, óñëîâèå (8.1) âûäåëÿåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî, òàê êàê

åìó âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò òî÷íîå ðåøåíèå

ρ(Ax0, yδ) = ρ(y0, yδ) 6 δ 6 ϕ(δ).

Âî-âòîðûõ, ïðè ∀δ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ìèíèìèçèðóþùèé ýëå-
ìåíò xϕ(δ). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ýëåìåíò x0 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (8.1), òî íàñ èíòåðåñóþò ëèøü òàêèå x, äëÿ êîòîðûõ Ω(x) 6 Ω(x0),
ò.å. ýëåìåíòû êîìïàêòà MC , C = Ω(x0). Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìè-
íèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âMC ïðåäåëüíûå òî÷êè xϕ(δ),
êîòîðûå â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A òîæå óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ (8.1). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ñõîäèìîñòü xϕ(δ) ê x0 ïðè δ → 0.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî xϕ(δ) 9 x0. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü δn → 0, n → ∞ äëÿ êîòîðîé íàéäóòñÿ ýëåìåíòû xn = x(ϕδn),
ëåæàùèå âíå íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ x0, (ε > 0). Ïî-
ñêîëüêó âñå xn îáÿçàíû ïðèíàäëåæàòü êîìïàêòó MC , C = Ω(x0), òî ó



171

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x̄ ∈ MC , ê êîòîðîé
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ñõîäÿùåéñÿ âñþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xn} : xn → x̄, n→∞. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A
îáðàçû yn = Axn òîæå ñõîäÿòñÿ:

yn = Axn → Ax̄, n→∞.

Íî èç (8.1) ñëåäóåò

ρ(yn, y0) 6 ρ(yn, yδn) + ρ(yδn, y0) 6

6 ρ(yn, yδn) + δn 6 ϕ(δn) + δn → 0, n→∞.

Òàê, ÷òî Ax̄ = y0 . Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ x0 ∈ D(Ω) óðàâíå-
íèÿ (7.1), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x̄ = x0, è òåîðåìà 8.1 äîêàçàíà. �
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ÏËÀÍ ÑÅÌÈÍÀÐÑÊÈÕ ÇÀÍßÒÈÉ

1. Èçó÷èòü ïðèìåðû íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷: çàäà÷ó ñïåê-
òðîñêîïèè; îáðàòíóþ çàäà÷ó ãðàâèìåòðèè; îáðàòíóþ çàäà÷ó òåîðèè
ïîòåíöèàëà; çàäà÷ó àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè, èçâåñò-
íîé íà ÷àñòè îáëàñòè, íà âñþ îáëàñòü; çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà; çàäà÷ó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè, èçâåñòíîé ïðèáëè-
æåííî; ÷èñëåííîå ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ Ôóðüå, êîãäà êîýôôèöèåíòû
èçâåñòíû ïðèáëèæåííî â ìåòðèêå l2.

2. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ ïðè òî÷íîé è ïðèáëèæåííîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå àïðèîðíîãî âûáîðà ÷èñëà èòåðàöèé. Ïîëó÷èòü
îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäîâ è îïòèìèçèðîâàòü èõ, íàéòè ïîãðåø-
íîñòü â ñ÷åòå.

3. Èññëåäîâàòü ñëó÷àé íååäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è ñëó÷àé
îïåðàòîðà, çàäàííîãî ïðèáëèæåííî.

4. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ è ïîëó÷èòü àïðèîðíûå îöåíêè ïî-
ãðåøíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ðå-
øèòü óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ìåòîäàìè èòåðàöèé.

5. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ èòåðàöèé ñ ïðàâèëîì îñòàíîâà ïî ñî-
ñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì. Ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ ìîìåíòà îñòàíîâà.
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6. Äîêàçàòü òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ èòåðàöèé ñ ïðàâèëîì îñòà-
íîâà ïî íåâÿçêå. Ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ ìîìåíòà îñòàíîâà è îöåíêè
ïîãðåøíîñòè.

7. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà îáîáùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ, ïî-
ëó÷èòü îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè òî÷íîé è ïðèáëèæåííîé ïðàâûõ
÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ.

8. Ïîñòðîèòü ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð ñ ïîìîùüþ ìèíèìèçàöèè ñãëà-
æèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà. Ïðèìåíèòü ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè è íåâÿç-
êè ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà.

9. Èçó÷èòü ìåòîäû ïîäáîðà è êâàçèðåøåíèé ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïî-
ñòàâëåííûõ çàäà÷. Ðåøèòü ìîäåëüíûå çàäà÷è.
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ÏÐÈÌÅÐÛ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ËÀÁÎÐÀÒÎÐÍÛÕ ÐÀÁÎÒ

Çàäà÷à 8.1. Ðåøàåì â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) ìîäåëüíóþ çàäà÷ó â
âèäå óðàâíåíèÿ

1∫
0

A(t, s)x(s)ds = y(t), 0 6 t 6 1 (8.2)

ñ ñèììåòðè÷íûì ïîëîæèòåëüíûì ÿäðîì

A(t, s) =

{
t(1− s), 0 6 t 6 s 6 1,

s(1− t), 0 6 s 6 t 6 1;
(8.3)

òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ

y(t) =
t(t− 1)(t2 − t− 1)

12
(8.4)

è òî÷íûì ðåøåíèåì
x(t) = t(1− t).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå x(t) = t(1− t) èñòîêîïðåäñòàâèìî

x(t) =

1∫
0

A(s, t)z0(s)ds
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ñ ôóíêöèåé z0(t) ≡ 2 , ïðè÷åì, î÷åâèäíî, ‖z0‖ = 2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
îïåðàòîð èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8.2) íåïðåðûâåí, âçàèìíî îäíîçíà-
÷åí è àääèòèâåí (ëèíååí).

Îáû÷íî íà ïðàêòèêå ìû íå çíàåì òî÷íîé ôóíêöèè y(t), à âìåñòî íåå
èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîé ôóíêöèè ỹ(t) â íåêîòîðîì ÷èñëå òî-
÷åê ñ îïðåäåëåííîé, ÷àñòî èçâåñòíîé ïîãðåøíîñòüþ δ, è ïî ýòèì ïðèáëè-
æåííûì äàííûì òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî íàéòè ðåøåíèå. ×òîáû èìèòè-
ðîâàòü ýòó ñèòóàöèþ, áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè çíà÷åíèÿ ỹi, i = 1,m,
ïîëó÷åííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì ỹi = [y(ti)10k + 0, 5]/10k, ãäå y(ti) âû-
÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì (8.4), êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü
÷èñëà è k = 3; 4. Ïðè k = 3 âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè δ = 10−3. Ïðè k = 4
âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè δ = 10−4. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

1∫
0

[y(t)− ỹ(t)]2dt ≈
m∑
i=1

[y(ti)− ỹi]2h 6 mh(10−k)2 = 10−2k.

Çàìåíèì èíòåãðàë â óðàâíåíèè (8.2) êâàäðàòóðíîé ñóììîé, íàïðèìåð, ïî
ôîðìóëå ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ óçëàìè sj = jh, j = 1,m, h = 1/m,
ò.å.

1∫
0

A(t, s)x(s)ds ≈
m∑
j=1

A(t, sj)hxj.
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Òîãäà ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
m∑
j=1

A(t, sj)hxj + ρm(t) = y(t),

ãäå ρm(t) � îñòàòîê êâàäðàòóðíîé çàìåíû. Çàïèñàâ ïîñëåäåå ðàâåíñòâî
â òî÷êàõ ti, i = 1,m, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

m∑
j=1

A(ti, sj)hxj + ρm(ti) = y(ti), i = 1,m.

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ y(ti) ìû íå çíàåì, à çíàåì ëèøü ïðèáëèæåíèÿ ỹ(ti) è,
îòáðîñèâ òåïåðü îñòàòî÷íûé ÷ëåí, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ

m∑
j=1

A(ti, sj)hxj = ỹi, i = 1,m (8.5)

ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ôîðìó-
ëû (8.3).

I. Ìåòîäû èòåðàöèé. Âûáåðåì äëÿ îïðåäåëííîñòè m = 32 è
áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó (8.5) ìåòîäîì èíòåðàöèé (3.3) ïðè k = 2, êîòîðûé
è â äèñêðåòíîé ôîðìå çàïèøåòñÿ

x
(n+1)
i = x

(n)
i − 2α

m∑
j=1

A(ti, sj)hx
(n)
j − α

2
m∑
j=1

A(ti, sj)hỹj+
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+2αỹi + α2
m∑
j=1

A(ti, sj)h(
m∑
k=1

A(tj, sk)hx
(n)
k ), x

(0)
1 = 0, i = 1,m. (8.6)

Ïðè ñ÷¼òå èñïîëüçóåòñÿ α = 0, 8. Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ïðè δ = 10−3

è δ = 10−4. Ðåçóëüòàòû ñ÷¼òà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 8.1.

Çàòåì ñèñòåìà (8.5) ðåøàëàñü ìåòîäîì ïðîñòîé èíòåðàöèè ïðè α =
= 0, 8

xn+1,δ = xn,δ + α(yδ − Axn,δ), x0,δ = 0, (8.7)

êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ

x
(n+1)
i = x

(n)
i + α[ỹi −

m∑
j=1

A(ti, sj)hx
(n)
j )x

(0)
i = 0, i = 1,m. (8.8)

Ðåçóëüòàòû ñ÷åòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 8.1.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì (3.3) è (8.7) íà êàæäîì øàãå èòåðàöèè
âû÷èñëÿëèñü:

� äèñêðåòíàÿ íîðìà íåâÿçêè

∥∥∥Ax(n) − ỹ
∥∥∥
m

=


m∑
i=1

[
m∑
j=1

A(ti, sj)hx
(n)
j − ỹi

]2

h


1/2

,
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� íîðìà ïðèáëèæííîãî ðåøåíèÿ

∥∥∥x(n)
∥∥∥
m

=

{
m∑
i=1

[
x

(n)
i

]2

h

}1/2

,

� äèñêðåòíàÿ íîðìà ðàçíîñòè ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæ¼ííûìè ðå-
øåíèÿìè ∥∥∥x− x(n)

∥∥∥
m

=

{
m∑
i=1

[
x(ti)− x(n)

i

]2

h

}1/2

.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðåäëîæåííîé çàäà÷è ñâåäåíèé îá èñ-
òîêîïðåäñòàâèìîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ íå ïîòðåáîâàëîñü, òàê êàê çäåñü
âîñïîëüçîâàëèñü ïðàâèëîì îñòàíîâà ïî íåâÿçêå (3.20), âûáðàâ óðîâåíü
îñòàíîâà ε = 1, 5δ. Èòàê, ïðè δ = 10−3, ε = 1, 5 · 10−3 äëÿ äîñòèæåíèÿ
îïòèìàëüíîé òî÷íîñòè ïðè ñ÷¼òå (3.3) ïîòðåáîâàëîñü 6 èòåðàöèé, ïðè
ñ÷òå ìåòîäîì (8.7) � 14 èòåðàöèé. Ïðè δ = 10−4, ε = 1, 5 · 10−4 ñîîòâåò-
ñòâåííî ïîòðåáîâàëîñü 7 è 26 èòåðàöèé. Ïðèìåð ñ÷¼òà ïîêàçàë, ÷òî äëÿ
äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîé òî÷íîñòè ìåòîäîì èòåðàöèé (3.3) òðåáóåò ïðè-
ìåðíî â 2,5 ðàçà ìåíüøå èòåðàöèé, ÷åì ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè (8.7),
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì ïîäðàçäåëà 3.1.

Íà ðèñ. 8.1 èçîáðàæåíû ãðàôèêè òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ïðèáëèæ¼ííîãî
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì (3.3) ïðè δ = 10−4.
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Ðèñ. 8.1
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Òàáëèöà 8.1

Ïðàâûå Òî÷íîå Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

Óçëû ÷àñòè ðåøåíèå Ìåòîä Ìåòîä Ìåòîä Ìåòîä

ti y(ti) x(ti) (8.7) (3.3) (8.7) (3.3)

δ = 10−3 δ = 10−3 δ = 10−4 δ = 10−3

0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

0,03125 0,00260 0,03027 0,03442 0,03452 0,02652 0,02700

0,06250 0,00517 0,05859 0,04415 0,04781 0,05399 0,05437

0,09375 0,00768 0,08496 0,07984 0,08325 0,07869 0,07999

0,12500 0,01011 0,10938 0,09159 0,09803 0,10152 0,10421

0,15625 0,01243 0,13184 0,10488 0,11393 0,12330 0,12737

0,18750 0,01463 0,15234 0,14515 0,15275 0,14487 0,14982

0,21875 0,01668 0,17090 0,16257 0,17169 0,16698 0,17186

0,25000 0,01855 0,18750 0,18264 0,19257 0,18575 0,19128

0,28125 0,02025 0,20215 0,18848 0,19403 0,20184 0,20836

0,31250 0,02175 0,21484 0,20654 0,21932 0,21586 0,22335

0,34375 0,02304 0,22559 0,21080 0,22551 0,22364 0,23392

0,37500 0,02411 0,23438 0,21857 0,23427 0,23490 0,24530

0,40625 0,02495 0,24121 0,22998 0,24573 0,24067 0,25258

0,43750 0,02555 0,24609 0,24521 0,26000 0,25057 0,26093

0,46875 0,02592 0,24902 0,23926 0,25562 0,25886 0,26289

0,50000 0,02604 0,25000 0,23728 0,25416 0,26012 0,26354

‖R‖m 0,00138 0,00091 0,00013 0,00009∥∥x(n)∥∥
m

0,16996 0,17477 0,18116 0,18276∥∥x− x(n)∥∥
m

0,01492 0,01057 0,00454 0,00542

Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé: 14 6 26 7
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Ðåøèì òàêæå ñèñòåìó (8.5) íåÿâíûì ìåòîäîì èíòåðàöèé (4.3) ïðè
k = 1, êîòîðûé â äèñêðåòíîé ôîðìå çàïèøåòñÿ

x
(n+1)
i + α

m∑
j=1

A(ti, sj)x
(n+1)
j h = x

(n)
i − α

m∑
j=1

A(ti, sj)x
(n)
j h+ 2αỹi, (8.9)

i = 1,m.

Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ïðè δ = 10−4. Ðåçóëüòàòû ñ÷¼òà ïðèâåäåíû â
òàáëèöå 8.2 (ââèäó ñèììåòðèè ïðèâåäåíà ëèøü ïîëîâèíà òàáëèöû). Äëÿ
ðåøåíèÿ ïðåäëîæåííîé çàäà÷è ñâåäåíèé îá èñòîêîïðåäñòîâèìîñòè òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ íå ïîòðåáîâàëîñü, òàê êàê çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü ïðàâè-
ëîì îñòàíîâà ïî íåâÿçêå, âûáðàâ óðîâåíü îñòàíîâà ε = 1, 5δ. Ïðèìåð
ñ÷¼òà ïîêàçàë, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîé òî÷íîñòè ìåòîäîì èí-
òåðàöèé (4.3) ïðè α = 9 òðåáóåòñÿ òîëüêî îäíà èòåðàöèÿ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ðåçóëüòàòàì ïîäðàçäåëà 4.1 . Íà ðèñ. 8.2 èçîáðàæåíû ãðàôèêè
òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì (4.3)
ïðè δ = 10−4.
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Ðèñ. 8.2
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Òàáëèöà 8.2

Ïðàâûå Òî÷íîå Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå,

Óçëû ÷àñòè ðåøåíèå ïîëó÷åííîå ìåòîäîì (8.9)

ti y(ti) x(ti) δ = 10−4

0 0 0 0

0.0312 0.00259 0.03027 0.02429

0.0625 0.00517 0.05859 0.04865

0.0937 0.00768 0.08496 0.07275

0.1250 0.01011 0.10938 0.09629

0.1562 0.01243 0.13184 0.11898

0.1875 0.01463 0.15234 0.14056

0.2187 0.01668 0.17089 0.1608

0.2500 0.01855 0.18750 0.17948

0.2812 0.02025 0.20215 0.19641

0.3125 0.02175 0.21484 0.21142

0.3437 0.02304 0.22559 0.22437

0.3750 0.02411 0.23438 0.23514

0.4062 0.02495 0.24121 0.24361

0.4375 0.02555 0.24609 0.24972

0.4687 0.02591 0.24902 0.25341

0.5000 0.02604 0.25000 0.25464

‖R‖m 0.00015∥∥x(n)∥∥
m

0.17972∥∥x− x(n)∥∥
m

0.00798
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II. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè. Âûáåðåì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè m = 30 è
áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (8.2) ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ñî ñòàáèëèçèðóþ-
ùèì ôóíêöèîíàëîì Ω(x) = ‖x‖2 . Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíàëà ïðèíèìàåò âèä

1∫
0

K(t, s)x(s)ds+ αx(t) =

1∫
0

A(s, t)y(s)ds, (8.10)

ãäå ÿäðî K(t, s) îïåðàòîðà A∗A ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ

K(t, s) =

{
t(s−1)

6 (t2 + s2 − 2s), 0 6 t 6 s 6 1,
s(t−1)

6 (t2 + s2 − 2t), 0 6 s 6 t 6 1.

Çàäà÷à (8.10) ïðè α > 0 óæå êîððåêòíà, è äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì
ìåòîä çàìåíû ÿäðà êâàäðàòóðíîé ñóììîé. Âûáåðåì ôîðìóëó ñðåäíèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîëó÷èì

m∑
j=1

K(ti, sj)hxj + αxi = Yi, i = 1, m , (8.11)

ãäå Yi =
m∑
j=1

hA( sj, ti) ỹj, i = 1, m . Çäåñü ti = h
(
i− 1

2

)
, sj = h

(
j − 1

2

)
,

i, j = 1, m, h = 1
m .
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Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.11) ñ ïîä-
õîäÿùèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà α. Âûáèðàòü α áóäåì èç ñëåäóþùèõ ñî-
îáðàæåíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü àïðèîðè èçâåñòíûì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå èñ-
òîêîïðåäñòàâèìî ÷åðåç íåêîòîðóþ ôóíêöèþ z0(t) ñ îöåíêîé ‖z0‖ 6 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè δ = 10−3 (ñì. òåîðåìó 7.3), C0 = 4, αîïò = δ

C0
=

= 10−3

4 = 0, 00025. Ðåøåíèå {x̃i} ïî ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöèè ñ íàéäåí-
íûì αîïò è ïðè ïðåæíåì m = 30 ïðèâåäåíî â òàáëèöå 8.3. Ïî òåîðå-
ìå 7.3 ê èñêîìîìó ðåøåíèþ ïðè δ → 0 ñèëüíî ñõîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è
(8.10), à îíî â ñèëó êîððåêòíîñòè óðàâíåíèè (8.10) àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ïðè m → ∞ ðåøåíèåì {x̃i} ñèñòåìû (8.11). Ïîñêîëüêó ìû ðåøàëè íå
òî÷íîå óðàâíåíèå (8.10), à ïðèáëèæåííóþ ñèñòåìó (8.11), òî îöåíêà ïî-
ãðåøíîñòè èç òåîðåìû 7.3 ìîæåò èìåòü ëèøü îðèåíòèðîâî÷íîå çíà÷åíèå.
Òåîðåìà 7.3 ïðè âçÿòîì çíà÷åíèè α äàåò îöåíêó ïîãðåøíîñòè, ïðèáëèçè-
òåëüíî ðàâíóþ 0, 13, òîãäà êàê äèñêðåòíûé àíàëîã íîðìû ïîãðåøíîñòè

‖x− x̃‖m =

{
h

m∑
i=1

[x(ti)− x̃i]2
}1/2

îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 0,0071.

III. Ìåòîä íåâÿçêè. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.2) ïðèìåíèì ìå-
òîä íåâÿçêè, âîçüì¼ì Ω(x) = ‖x‖2 . Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìåòîä íåâÿçêè
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ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Ω(x) = ‖x‖2 =

1∫
0

x2(t)dt

ïðè óñëîâèè, ÷òî

1∫
0

 1∫
0

A(t, s)x(s)ds− ỹ(t)

2

dt = δ2. (8.12)

Ñîãëàñíî ìåòîäó Ëàãðàíæà íåîïðåäåë¼ííîãî ìíîæèòåëÿ, íàøà óñëîâ-
íàÿ ìèíèìèçàöèÿ ñâîäèòñÿ ê áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

α

1∫
0

x2(t)dt+

1∫
0

 1∫
0

A(t, s)x(s)ds− ỹ(t)

2

dt (8.13)

ñ òàêèì ìíîæèòåëåì α, ÷òî óäîâëåòâîðÿåòñÿ ðàâåíñòâî (8.12).
Óðàâíåíèåì Ýéëåðà ôóíêöèîíàëà (8.13) ñëóæèò óðàâíåíèå (8.10), êî-

òîðîå ìû ïðåæíèì îáðàçîì ñâåäåì ê ñèñòåìå (8.11). Ñëåäîâàòåëüíî,
íóæíî ðåøèòü òó æå ñàìóþ ñèñòåìó (8.11), íî íà ýòîò ðàç ïàðàìåòð
äîëæåí âûáèðàòüñÿ èç óñëîâèÿ (8.12). Åãî äèñêðåòíûì àíàëîãîì ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî

‖R‖2
m =

m∑
i=1

h

[
m∑
j=1

A(ti, sj)hxj − ỹi

]2

= δ2, (8.14)
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êîòîðîå è áóäåì ïðîâåðÿòü, ñ÷èòàÿ, êàê è âûøå, δ = 10−3.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (8.14) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íîðìû íåâÿçêè è
ìîíîòîííî ðàñò¼ò ñ ðîñòîì α, è ýòî ïîçâîëÿåò áåç îñîáîãî òðóäà, íà-
ïðèìåð, ìåòîäîì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè íàéòè íóæíîå çíà÷åíèå α è
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå {x̃i} ñèñòåìû (8.11). Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (8.11) îò ïàðàìåòðà α äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òàê ÷òî ìàëûå èç-
ìåíåíèÿ ïàðàìåòðà α íå ñèëüíî âëèÿþò íà ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó (8.11) ïðè íåêîòîðîì íàáîðå çíà÷åíèé α è
âûáðàòü èç ýòîãî íàáîðà òàêîå çíà÷åíèå α, äëÿ êîòîðîãî ïðèáëèçèòåëüíî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (8.14).

Â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (8.11) ðåøàëàñü ïðè m = 30
ñ α = 10−p, p = 2(0, 5)6. Íàèáîëåå ïðèãîäíûì îêàçàëîñü α = 10−3.
Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå {x̃i} ïðèâåäåíî â òàáëèöå 8.3 âìåñòå ñ
âåëè÷èíîé ïîëó÷àþùåéñÿ íåâÿçêè.

IV. Ìåòîä êâàçèðåøåíèé. Åù¼ îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ, êîòîðûé ìû
ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (8.2) � ýòî ìåòîä êâàçèðåøåíèé. Êàê íåòðóäíî
ïîäñ÷èòàòü, äëÿ íîðìû òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñîîò-
íîøåíèÿ ‖x‖ = 1/

√
30 ≈ 0, 183. Íà ïðàêòèêå ìû ýòîé âåëè÷èíû îáû÷íî

íå çíàåì, íî ïóñòü âñ¼ æå èç êàêèõ-ëèáî àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé èç-
âåñòíî, ÷òî ‖x‖ 6 0, 2. Ìåòîä êâàçèðåøåíèé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
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ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

1∫
0

 1∫
0

A(t, s)x(s)ds− ỹ(t)

2

dt

ïðè óñëîâèè, ÷òî

‖x‖2 ≡
1∫

0

x2(t)dt 6 0, 04. (8.15)

Ýòó óñëîâíóþ ìèíèìèçàöèþ ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, âåñòè íåïîñðåäñòâåí-
íî, íî ìû ïîñòóïèì àíàëîãè÷íî ïðåæíåìó è ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííî-
ãî ìåòîäà Ëàãðàíæà íåîïðåäåë¼ííîãî ìíîæèòåëÿ ñâåä¼ì çàäà÷ó ê áåç-
óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (8.13), âûáèðàÿ çíà÷åíèå ìíîæè-
òåëÿ α òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (8.15). Óðàâíåíèåì Ýéëåðà
äëÿ ôóíêöèîíàëà (8.13), êàê óæå ãîâîðèëîñü, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (8.10).
Óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì ñâåä¼ì åãî ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (8.11). Äèñêðåòíûì àíàëîãîì óñëîâèÿ (8.15) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

‖x‖2
m ≡

m∑
i=1

hx2
i 6 0, 04, (8.16)

êîòîðîå äîëæíî ñëóæèòü äëÿ âûáîðà çíà÷åíèÿ α ïðè ðåøåíèè ñèñòå-
ìû (8.11). Êàê è â ïóíêòå II, çäåñü òîæå íåòðóäíî íàéòè íóæíîå çíà-
÷åíèå α êàêèì-ëèáî ðåãóëÿðíûì ñïîñîáîì, òàê êàê íîðìà ðåøåíèÿ ìî-
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íîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì α. Íî ìîæíî, êàê è â ïóíêòå II, ïðîñòî ïîä-
áèðàòü α, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (8.11) ñ íåñêîëüêèìè çíà÷åíèÿìè α
è âûáèðàÿ çàòåì èç ýòèõ çíà÷åíèé α ïîäõîäÿùåå ïî êðèòåðèþ (8.16).
Ïðè ýòîì íå ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê òî÷íîìó ðàâåíñòâó â ýòîì êðèòåðèè
ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî è â ïóíêòå II, íî â òî æå âðåìÿ ëåâàÿ ÷àñòü
ñîîòíîøåíèÿ (8.16) íå äîëæíà áûòü íàìíîãî ìåíüøå ïðàâîé åãî ÷àñòè,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñèñòåìû (8.11) îêàæåòñÿ ëåæàùèì
â ñëèøêîì ìàëîì øàðå, íå ñîäåðæàùåì, áûòü ìîæåò, òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (8.11) ðåøàëàñü ïðè òîì æå m =
= 30 è ïðè òîì æå α, ÷òî è â ïóíêòå II. Îïèñàííûì òðåáîâàíèÿì áîëåå
âñåãî óäîâëåòâîðÿåò α = 10−5,5. Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå {x̃i} òîæå
ïðèâåäåíî â òàáëèöå 8.3 âìåñòå ñ âåëè÷èíîé íîðìû. Êàê âèäèì, ýòî ðå-
øåíèå êîëåáëþùååñÿ è äàæå çíàêîïåðåìåííîå â îòëè÷èå îò òî÷íîãî. Ýòî
ìîæåò ñëóæèòü ïðèçíàêîì èçëèøíåé ìàëîñòè âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ α.
Åñëè áû ìû àïðèîðè çíàëè, ÷òî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, òî
äîëæíû áûëè áû âûáðàòü çíà÷åíèå α = 10−4,5 è ïîëó÷èëè áû íåêîëåáëþ-
ùååñÿ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñ íîðìîé ‖x̃‖m = 0, 182 è ïîãðåøíîñòüþ
‖x̃− x‖m = 0, 011.

Íàïîìíèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå òåîðåìà 6.2 ãàðàíòèðóåò ëèøü ñëàáóþ
ñõîäèìîñòü êâàçèðåøåíèé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ïðè δ → 0.
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Òàáëèöà 8.3

Ïðèáëèæåííûå Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃i
Óçëû Òî÷íîå ïðàâûå Ìåòîä Ìåòîä Ìåòîä

ðåøåíèå ÷àñòè ðåãóëÿðèçàöèè, íåâÿçêè, êâàçèðåøåíèé

ti xi ỹi α = 0.00025 α = 0.001 α = 10−5.5

0.017 0.0164 0.001 0.0126 0.0122 � 0.035

0.050 0.0475 0.004 0.0392 0.0368 0.013

0.083 0.0764 0.007 0.0659 0.0611 0.073

0.117 0.1031 0.009 0.0908 0.0845 0.030

0.150 0.1275 0.012 0.1163 0.1073 0.099

0.183 0.1497 0.014 0.1400 0.1289 0.128

0.217 0.1697 0.017 0.1633 0.1492 0.275

0.250 0.1875 0.019 0.1824 0.1673 0.292

0.283 0.2031 0.020 0.1971 0.1830 0.185

0.317 0.2164 0.022 0.2110 0.1970 0.203

0.350 0.2275 0.023 0.2221 0.2086 0.163

0.383 0.2364 0.024 0.2317 0.2183 0.159

0.417 0.2431 0.025 0.2402 0.2259 0.218

0.450 0.2475 0.026 0.2468 0.2313 0.304

0.483 0.2497 0.026 0.2495 0.2338 0.290

‖R‖m 0.178 0.166 0.191

‖x̃‖m 0.0005 0.0016 0.0002

‖x− x̃‖m 0.0071 0.018 0.057
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ÇÀÄÀÍÈß Ê ËÀÁÎÐÀÒÎÐÍÛÌ ÐÀÁÎÒÀÌ

Çàäà÷à 8.2. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1)çàäà÷ó â âèäå óðàâ-
íåíèÿ

1∫
0

K(t, s)x(s)ds = y(t), 0 6 t 6 1 (8.17)

ñ ñèììåòðè÷íûì ïîëîæèòåëüíûì ÿäðîì

K(t, s) =
1

1 + 100(t− s)2
. (8.18)

Â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðâàííîé çàäà÷è âûáåðåì ôóíê-
öèþ

x(s) =

{
s, 0 6 s 6 1

2 ,

1− s, 1
2 6 s 6 1.

Çàäà÷à 8.3. Áóäåì ðåøàòü â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) (8.17) ñ ñèì-
ìåòðè÷íûì ïîëîæèòåëüíûì ÿäðîì (8.18). Â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è âîçüì¼ì ôóíêöèþ

x(s) =


2s, 0 6 s 6 0, 25,

−s+ 0, 75, 0, 25 6 s < 0, 5,

s− 0, 25, 0, 5 6 s < 0, 75,

−2s+ 2, 0, 75 6 s 6 1.
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Çàäà÷à 8.4. Ðåøàåì â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1) ìîäåëüíóþ çàäà÷ó â

âèäå óðàâíåíèÿ x(s) =
0∫

1

A(t, s)x(s)ds = y(t), 0 6 t 6 1 ñ ñèììåòðè÷-

íûì ïîëîæèòåëüíûì ÿäðîì

A(t, s) =

{
t(1− s), 0 6 t 6 s 6 1,

s(1− t), 0 6 s 6 t 6 1,

òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ y(t) = t(t−1)(t2−t−1)
12 è òî÷íûì ðåøåíèåì x(t) =

= t(1− t).

Çàäà÷à 8.5. Ðåøèòü çàäà÷ó 8.2 ñ ÿäðîì K(t, s) =
1

1 + 10(t− s)2
.

Çàäà÷à 8.6. Ðåøèòü çàäà÷ó 8.3 ñ ÿäðîì K(t, s) =
1

1 + 10(t− s)2
.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �1

Èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ÿâíîãî òèïà

xn+1 = (E − αA)kxn + A−1
[
E − (E − αA)k

]
y, x0 = 0,

âçÿâ k = 1,2 , ðåøèòü çàäà÷è 8.2, 8.3, 8.5, 8.6, èñïîëüçóÿ:

à) ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå;

á) ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà �2

Èòåðàöèîííûì ìåòîäîì íåÿâíîãî òèïà(
E + αAk

)
xn+1 =

(
E − αAk

)
xn + 2αAk−1y, x0 = 0, k ∈ N,

âçÿâ k = 1,2 , ðåøèòü çàäà÷è 8.2, 8.3, 8.5, 8.6, èñïîëüçóÿ:

à) àïðèîðíûé âûáîð ÷èñëà èòåðàöèé;

á) ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 3

Ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ðåøèòü çàäà÷è 8.2, 8.3, 8.5, 8.6.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 4

Ìåòîäîì íåâÿçêè ðåøèòü çàäà÷è 8.2, 8.3, 8.5, 8.6.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 5

Ìåòîäîì êâàçèðåøåíèé ðåøèòü çàäà÷è 8.2, 8.3, 8.5, 8.6.
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ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀÍÈß ÄËß ÑÀÌÎÊÎÍÒÐÎËß

1. Îïðåäåëåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Îïðåäåëåíèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

3. Îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

4. Îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

5. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

6. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

7. Çàïèøèòå òðè íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå ìåòðèêè.

8. Îïðåäåëåíèå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà.

9. Îïðåäåëåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

10. Îïðåäåëåíèå ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

11. Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà.

12. Îïðåäåëåíèå àääèòèâíîãî îïåðàòîðà.

13. Ïåðå÷èñëèòå ñâîéñòâà àääèòèâíîãî îïåðàòîðà.

14. Îïðåäåëåíèå îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà.
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15. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

16. Îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà.

17. Îïðåäåëåíèå íîðìû îïåðàòîðà.

18. Îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

19. Îïðåäåëåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

20. Îïðåäåëåíèå ïîëîæèòåëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.

21. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííîãî âåêòîðà (ýëå-
ìåíòà) îïåðàòîðà.

22. Îïðåäåëåíèå ñïåêòðà îïåðàòîðà.

23. Îïðåäåëåíèå òî÷êè ñïåêòðà îïåðàòîðà.

24. Îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà.

25. Îïðåäåëåíèå ïðîåêòîðà.

26. Ïåðå÷èñëèòå ñâîéñòâà ïðîåêòîðîâ.

27. Îïðåäåëåíèå ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè îïåðàòîðà.

28. Ïåðå÷èñëèòå ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè îïåðàòîðà.
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29. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà.

30. Êîãäà ñåìåéñòâî ïðîåêòîðîâ íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì åäèíèöû?

31. Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.

32. Îïðåäåëåíèå êîððåêòíîé çàäà÷è.

33. Êàêèå ïðèìåðû íåêîððåêòíûõ çàäà÷ âàì èçâåñòíû?

34. Îïðåäåëåíèå êâàçèðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ.

35. Îïðåäåëåíèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà.

36. Ïåðå÷èñëèòå èçâåñòíûå âàì ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷.

37. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà
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ÂÎÏÐÎÑÛ Ê ÝÊÇÀÌÅÍÓ

1. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì â ìåòîäå èòåðàöèé
ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Òåîðåìà (äîêàçàòü ïóíêò â, ò. å. ñõî-
äèìîñòü ìåòîäà)

2. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì â ìåòîäå èòåðàöèé
ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Òåîðåìà (ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ìî-
ìåíòà îñòàíîâà, ò.å. äîêàçàòü ïóíêò á )

3. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì â ìåòîäå èòåðàöèé
ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Òåîðåìà (äîêàçàòü ïóíêò à, ÷òî ìî-
ìåíò îñòàíîâà îïðåäåë¼í ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè Z0 è
ëþáûõ y0 è yn )

4. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì â ìåòîäå èòåðàöèé
ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2

5. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî ñîñåäíèì ïðèáëèæåíèÿì â ìåòîäå èòåðàöèé
ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

6. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå â ìåòîäå èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷. Ïîëó÷åíèå îöåíêè äëÿ ìîìåíòà îñòàíîâà è îöåíêè
ïîãðåøíîñòè (Òåîðåìà 2)
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7. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå â ìåòîäå èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 (î ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñ
ïðàâèëîì îñòàíîâà ïî íåâÿçêå)

8. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå â ìåòîäå èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3

9. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå â ìåòîäå èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2

10. Ïðàâèëî îñòàíîâà ïî íåâÿçêå â ìåòîäå èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

11. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà èòåðàöèé â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå è å¼
îïòèìèçàöèÿ

12. Ñõîäèìîñòü â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå ìåòîäà èòåðàöèé ðåøåíèÿ íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷

13. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà èòåðàöèé â ñëó÷àå íååäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ

14. Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ñ àïðè-
îðíûì âûáîðîì ÷èñëà èòåðàöèé. Îïòèìèçàöèÿ ïîëó÷åííîé îöåíêè
ïîãðåøíîñòè. Ïîãðåøíîñòü â ñ÷¼òå

15. Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ñ àïðè-
îðíûì âûáîðîì ÷èñëà èòåðàöèé. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè
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16. Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ñ àïðè-
îðíûì âûáîðîì ÷èñëà èòåðàöèé. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïðè
ïðèáëèæ¼ííîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

17. Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ñ àïðè-
îðíûì âûáîðîì ÷èñëà èòåðàöèé. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïðè
òî÷íîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

18. Ìåòîä îáîáù¼ííîãî ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ

19. Ïîíÿòèå êîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ è íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çà-
äà÷. Îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è. Êîððåêòíîñòü ïî Àäàìàðó.
Êîððåêòíîñòü ïî Òèõîíîâó. Ïðèìåðû íåêîððåêòíûõ çàäà÷

20. Áèëèíåéíûå îïåðàòîðû. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îïåðàòîðîâ

21. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

22. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îïðåäåëåíèå
ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè îïåðàòîðà è å¼ ñâîéñòâà. Èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

23. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîíÿòèå ñî-
ïðÿæ¼ííîãî, ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî, ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðîâ. Ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå è ñïåêòð îïåðàòîðà
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24. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî, íåïðåðûâíîãî, îãðàíè-
÷åííîãî îïåðàòîðîâ. Òåîðåìà îá àääèòèâíîì îïåðàòîðå. Íîðìà îïå-
ðàòîðà. Îáðàòíûé îïåðàòîð

25. Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

26. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

27. Ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè è íåâÿçêè.
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