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ПРАДМОВА

Вучэбна-метадычны комплекс прызначаны для студэнтаў фiзiка-матэматычнага
факультэта спецыяльнасцi 1-02 05 01 “Матэматыка i iнфарматыка”. Ён напiсаны ў
адпаведнасцi з дзейючай тыпавой праграмай курса “Элементарная матэматыка i
практыкум па рашэннi задач”, якая зацверджана вучэбна-метадычным аб’яднаннем
вышэйшых навучальных устаноў Рэспублiкi Беларусь. Комплекс накiраваны на
знаёмства с асноўнымi метадамi рашэння геаметрычных задач i фармаванне
ўменняў рашаць планiметрычныя задачы.

Структура ЭУМК:
1. Тэарэтычны раздзел, якi ўтрымлiвае неабходныя тэарэтычныя звесткi.
2. Практычны раздел, якi ўтрымлiвае задачны матэрыял з рашэннямi.
3. Раздзел кантроля ведаў, якi ўтрымлiвае пытаннi для самаправеркi, задачы для

самастойнага рашэння.
4. Дапаможны раздзел, якi ўтрымлiвае рэкамендуемую лiтаратуру.
5. Прэзентацыi.
У працы разглядаюцца тэарэтычныя асновы метадаў рашэння задач па

планiметрыi, якiя iлюструюцца на задачах рознага ўзроўня цяжкасцi. Валоданне
дадзенымi метадамi дапаможа фармаванню прафесiйных уменняў будучага
настаўнiка матэматыкi.

Комплекс утрымлiвае заданнi для самастойнай кантрольнай працы па дзевяцi
асноўных тэмах планiметрыi, якiя могуць быць выкарыстаны пры падрыхтоўцы
студэнтаў да курсавых i дзяржаўнага экзаменаў.

Для правядзення кантроля прапануюцца пытаннi да экзамена. У дапаможнай
частцы комплекса выкладаюцца змест вучэбнага матэрыяла па праграме,
прыкладнае планаванне i лiтаратура.

Пры выкананнi самастойнай працы спачатку патрэбна вывучыць тэарэтычны
матэрыял, якi выкладзены ў дапаможнiку i ў дадатковай лiтаратуры.

Пасля гэтага разглядваюцца прыклады рашэння задач, i можна прыступаць да
рашэння задач патрэбнага варыянта.
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ЗМЕСТ ВУЧЭБНАГА МАТЭРЫЯЛУ

“ЭЛЕМЕНТАРНАЯ МАТЭМАТЫКА I ПРАКТЫКУМ
ПА РАШЭННI ЗАДАЧ. ГЕАМЕТРЫЯ”

Раздзел 2. Геаметрыя

Тэма 1. Агляд асноўных тэарэм i формул планiметрыi
Паўтарэнне i абагульненне асноўных планiметрычных суадносiнаў, тэарэм,

формул, правiл вываду.

Тэма 2. Метады рашэння планiметрычных задач
Метад роўных трохвугольнiкаў. Сутнасць метаду доказу ад процiлеглага i яго

асаблiвасцi. Алгебраiчны метад. Метад апорных задач. Метад плошчаў.

Тэма 3. Асноўныя суадносiны памiж элементамi трохвугольнiкаў.
Роўнасць, падобнасць трохвугольнiкаў

Прыкметы роўнасцi трохвугольнiкаў у задачах. Даследаванне ўласцiвасцяў
трохвугольнiкаў. Падобнасць трохвугольнiкаў. Уласцiвасцi падобных
трохвугольнiкаў. Прапарцыянальнае дзяленне адрэзкаў у трохвугольнiку. Тэарэма
Чэвы i Менелая. Прымяненне падобнасцi да рашэння задач.

Тэма 4. Метрычныя суадносiны ў трохвугольнiку i акружнасцi
Уласцiвасцi хорд, сякучых i датычных акружнасцi. Апорныя задачы.

Тэма 5. Надзвычайныя пункты i лiнii трохвугольнiка
Пункты перасячэння бiсектрыс, медыян i вышыняў трохвугольнiка. Акружнасць

i прамая Эйлера.



Начало

Содержание

J I

JJ II

Страница 7 из 70

Назад

На весь экран

Закрыть

Тэма 6. Шматвугольнiкi
Асноўныя вiды шматвугольнiкаў, чатырохвугольнiкаў, iх уласцiвасцi i прыкметы.

Упiсаныя i апiсаныя, правiльныя шматвугольнiкi.

Тэма 7. Метады геаметрычных пераўтварэнняў
Асноўныя метады геаметрычных пераўтварэнняў (восевая i цэнтральная

сiметрыi, паралельны перанос, паварот, падобнасць, гаматэтыя) i iх дадаткi.
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ПРЫКЛАДНАЕ ПЛАНАВАННЕ

Нумар
тэмы

Назва тэмы, занятка, пералiк
вывучаемых пытанняў

Колькасць
аўдыторных гадзiн

лекцыi практычныя
заняткi

4 семестр (58 гадзiн) 20 38

1
Агляд асноўных тэарэм i формул планiметрыi
1. Паўтарэнне i абагульненне асноўных планiметрычных
суадносiнаў, тэарэм, формул, правiл вывада.

2 Метады рашэння планiметрычных задач

2.1

Метады рашэння планiметрычных задач.
1. Агульныя метады рашэння планiметрычных задач.
2. Метад геаметрычных пераўтварэнняў.
3. Каардынатны метад.
4. Вектарны метад.

6

2.2

Iлюстрацыя метадаў рашэння планiметрычных задач
1. Прымяненне алгебраiчнага метада.
2. Прымяненне вектарнага метада.
3. Прымяненне каардынатнага метада.

2 2

3

Надзвычайныя пункты i лiнii трохвугольнiка
1. Пункты перасячэння бiсектрыс, медыян
i вышыняў трохвугольнiка.
2. Акружнасць i прамая Эйлера.
3. Ортатрохвугольнiк.
4. Тэарэма Пталемея i вынiкi з яе.

4 4

4

Асноўныя суадносiны памiж элементамi трохвугольнiка.
Роўнасць, падобнасць трохвугольнiкаў
1. Задачы на прамавугольныя трохвугольнiкi.
2. Задачы на раўнабедраныя трохвугольнiкi.
3. Задачы на адвольныя трохвугольнiкi.
4. Камбiнаваныя задачы.
5. Тэарэмав Чэвы.
6. Тэарэма Менелая.

2 4

5

Геаметрычныя няроўнасцi (доказы ў геаметрыi)
1. Дастатковыя ўмовы няроўнасцi адрэзкаў i вуглоў.
2. Сiнтэтычны метад доказу няроўнасцяў.
3. Прымяненне элементаў матэматычнага аналiзу
для доказу геаметрычных няроўнасцяў.

2 2

6 Шматвугольнiкi
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6.1

Шматвугольнiкi.
1. Асноўныя вiды шматвугольнiкаў, чатырохвугольнiкаў,
iх уласцiвасцi i прыкметы.
2. Рашэнне задач, якiя звязаны з паралелаграмам i трапецыяй.
3. Камбiнаваныя задачы.

4

6.2

Упiсаныя i апiсаныя трохвугольнiкi i чатырохвугольнiкi.
1. Упiсаныя трохвугольнiкi.
2. Апiсаныя трохвугольнiкi.
3. Адвольнае размяшчэнне акружнасцi i трохвугольнiка.
4. Акружнасць i чатырохвугольнiк.
5. Камбiнаваныя задачы.

6

6.3

Плошчы. Метад плошчаў.
1. Плошча трохвугольнiка.
2. Плошча чатырохвугольнiка.
3. Плошча шматвугольнiка.
4. Прымяненне метада плошчаў для рашэння задач
на доказ i вылiчэнне.

4

7

Метрычныя суадносiны ў акружнасцi
1. Акружнасць i датычныя.
2. Размяшчэнне дзвюх акружнасцей.
3. Размяшчэнне трох i болей акружнасцей.

2

8
Плошчы камбiнаваных фiгур
1. Плошчы ўпiсаных i апiсаных фiгур.
2. Рашэнне задач на плошчы.

2

9

Задачы на пабудову
1. Паняцце канструктыўнай задачы.
Агульная схема рашэння.
2. Асноўныя метады рашэння задач на пабудову.
Метад геаметрычных месцаў.
3. Метад геаметрычных пераўтварэнняў.
4. Алгебраiчны метад.
5. Геаметрычныя пабудовы iншымi сродкамi.

4 4

10
Абагульненне. Вынiковы кантроль засваення курса
1. Агляд i паўтарэнне тэарэтычных пытанняў курса.
2. Рашэнне задач рознымi спосабамi.

2

11 Кантрольная праца 2
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2. МЕТАДЫ РАШЭННЯ ПЛАНIМЕТРЫЧНЫХ ЗАДАЧ

2.1. Агульныя метады рашэння планiметрычных задач

Сярод метадаў рашэння геаметрычных задач па планiметрыi вылучаюць
асноўныя тры метады: геаметрычны, алгебраiчны i камбiнаваны.

Пры рашэннi задач на доказ у асноўным выкарыстоўваецца геаметрычны
метад. Патрабуемае сцвярджэнне выводзiцца з шэрагу вядомых тэарэм з
дапамогай лагiчных разважанняў. Для знаходжання ланцужка разважанняў
выкарыстоўваецца аналiтычны метад, якi пачынаецца з таго, што трэба даказаць
i заканчваецца тым, што дадзена. Затым з дапамогай сiнтэза атрымлiваецца доказ.
У працэсе рашэння задач на доказ нярэдка патрабуецца даказваць роўнасць двух
адрэзкаў. Гэта можна зрабiць некалькiмi шляхамi:

1) адрэзкi разглядаюцца як стораны двух трохвугольнiкаў i даказваецца, што
трохвугольнiкi роўныя, а разглядаемыя стораны з’яўляюцца адпаведнымi;

2) адрэзкi разглядваюцца як стораны аднаго трохвугольнiка i даказваецца, што
ён з’яўляецца раўнабедраным трохвугольнiкам, а разглядаемыя стораны з’яўляюцца
бакавымi;

3) адрэзкi замяняюцца роўнымi адрэзкамi i даказваецца роўнасць новых
адрэзкаў;

4) адрэзкi разглядваюцца як стораны чатырохвугльнiка i даказваецца, што
чатырохвугольнiк з’яўляецца паралелаграмам i разглядаемыя стораны з’яўляюцца
процiлеглымi;

5) знаходзяцца лiкавыя значэннi даўжыняў адрэзкаў i паказваецца, што яны
роўныя;

6) даўжынi адрэзкаў выражаюцца праз новы адрэзак i паказваецца, што
атрыманыя выразы тоесна роўныя;

7) даказваецца, што адзiн адрэзак пераходзiць у другi пры некаторым руху i
гэтак далей.

Нярэдка пры рашэннi геаметрычных задач прыходзiцца выконваць дадатковыя
пабудовы: правядзенне прамой, паралельнай або перпендыкулярнай адной з
дадзеных на малюнку; падваенне медыяны трохвугольнiка з наступнай дабудовай
да паралелаграма; правядзенне радыюсаў у пункты дотыку дзвюх акружнасцяў або
акружнасцi i прамой; правядзенне сярэдзiнавага перпендыкуляра да адрэзка i гэтак
далей. Разгледзiм прыклад.



Начало

Содержание

J I

JJ II

Страница 11 из 70

Назад

На весь экран

Закрыть

Задача 1. Пункт К ляжыць на старане ВС трохвугольнiка АВС, а пункт М –
на працягу стараны АС за пункт А, пры гэтым АМ = АС, ВК:КС = 3:4. У якiм
стасунку МК падзяляе плошчу трохвугольнiка АВС?

Пры рашэннi мэтазгодна правесцi праз пункт А прамую, якая паралельная
прамой МК, да перасячэння са стараной ВС.

Адной з разнавiднасцяў геаметрычнага метаду з’яўляецца метад геаметрычных
пераўтварэнняў (цэнтральная i восевая сiметрыi, паралельны перанос, паварот,
гаматэтыя, падобнасць). Геаметрычныя пераўтварэннi дапамагаюць рашаць
шматлiкiя задачы на вылiчэнне.

Сутнасць алгебраiчнага метаду заключаецца ў тым, што шуканая велiчыня
знаходзiцца з дапамогай раўнання або сiстэмы раўнанняў, складзеных па ўмове
задачы. Пры складваннi раўнання выкарыстоўваюцца розныя геаметрычныя
факты, формулы, тэарэмы. Напрыклад, прапарцыянальнасць адпаведных
элементаў у падобных фiгурах, тэарэмы сiнусаў i косiнусаў, элементы
трыганаметрыi, уласцiвасцi бiсектрысы трохвугольнiка, уласцiвасцi медыяны
прамавугольнага трохвугольнiка, праведзенай да гiпатэнузы i гэтак далей.
Найбольш распаўсюджаным шляхам атрымання раўнання з’яўляецца выраз
якой-небудзь велiчынi двума незалежнымi спосабамi. Такая велiчыня называецца
апорным элементам, а алгебраiчны метад называюць метадам апорнага элемента.
У якасцi апорнага элемента выкарыстоўваюць даўжыню адрэзка, плошчу фiгуры,
велiчыню вугла. Пры складаннi раўнання могуць выбiрацца вектарны, каардынатны
або вектарна-каардынатны шляхi. У якасцi апорнага элемента выкарыстоўваюцца
раскладанне вектара па базiсных вектарах, даўжыня вектара, адлегласць
памiж двума пунктамi, вугал памiж вектарамi, скалярны здабытак вектараў,
калiнеярнасць вектараў. У гэтых выпадках кажуць аб прымяненнi каардынатнага,
вектарнага або вектарна-каардынатнага метадаў (падрабязна пра iх сутнасць будзе
напiсана нiжэй).
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Адзначым, што калi фiгура, якая з’яўляецца аб’ектам задачы, зададзена
з дакладнасцю да падобнасцi, то для складання раўнання мэтазгодна ўвесцi
“дапаможны параметр”. У якасцi дапаможнага параметра прымяняюць даўжыню
якога-небудзь адрэзка, велiчыню вугла. Пасля ўвядзення дапаможнага параметра
знаходзяць выраз апорнага элемента двума незалежнымi спосабамi. Прыраўняўшы
атрыманыя выразы, складваюць раўнанне. Аналагiчна рашаюцца задачы на
знаходжанне стасункаў некаторых велiчыняў.

Раўнанне можа быць складзена не толькi шляхам ураўнiвання двух незалежных
выразаў апорнага элемента, але i з меркаванняў падобнасцi або шляхам
выкарыстання iншых залежнасцяў памiж элементамi геаметрычных фiгур.

Да алгебраiчнага метаду адносяць метад прамога лiку або паэтапна-вылiчальны
метад, якi заключаецца ў паэтапным знаходжаннi шэрагу прамежкавых велiчыняў,
з дапамогай якiх знаходзяць потым шуканыя велiчынi. Пры знаходжаннi
прамежкавых велiчыняў могуць быць выкарыстаны розныя геаметрычныя факты,
формулы, тэарэмы, а таксама звесткi з вектарнай алгебры, аналiтычнай геаметрыi.

Нярэдка пры рашэннi геаметрычных задач прыходзiцца на розных этапах
прымяняць розныя метады (спачатку прымяняецца метад прамога лiку, потым
складваецца раўнанне, напрыканцы, геаметрычным метадам даказваецца
сцвярджэнне). У такiх выпадках кажуць, што задача рашаецца камбiнаваным
метадам. Разгледзiм прыклад.

Задача 2. У трапецыi ABCD даўжынi асноў ВС i AD адпаведна роўныя 9 i 12, а
даўжынi дыяганаляў АС i BD адпаведна роўныя 10 i 17. Знайсцi плошчу трапецыi.

Можна спачатку да дыяганалi АС прымянiць паралельны перанос на вектар
−−→
CB.

Няхай пункт А пераходзiць у пункт К. Затым з дапамогай паэтапна-вылiчальнага
метада знаходзiм плошчу трохвугольнiка KBD, прымянiўшы формулу Герона.
Затым геаметрычным метадам даказваем, што плошча трохвугольнiка KBD роўная
плошчы трапецыi ABCD.

Заўвага. Задача рашаецца i алгебраiчным метадам, калi ў якасцi апорнага
элемента выбiраецца вышыня трапецыi.
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2.2. МЕТАД ГЕАМЕТРЫЧНЫХ ПЕРАЎТВАРЭННЯЎ

Сутнасць метада геаметрычных пераўтварэнняў заключаецца ў пабудове мадэлi
адной тэорыi (еўклiдавай геаметрыi) у аб’ектах другой (групы геаметрычных
пераўтварэнняў). Iстотнай прыкметай матэматычнай мадэлi з’яўляецца наяўнасць
сувязi памiж мадэллю i мадэлюемай тэорыяй. Для ўстанаўлення гэтай сувязi
кожнаму пункту М ставiцца ў адпаведнасць цэнтральная сiметрыя з цэнтрам у
дадзеным пункце М. Кожнай прамой l – восевая сiметрыя з воссю l. Для паказу
розных суадносiнаў памiж пунктамi i прамымi выкарыстоўваюцца кампазiцыi
цэнтральных i восевых сiметрый.

M ∈ l адпавядае SM ◦ Sl = Sl ◦ SM .

Выкарыстанне ўласцiвасцяў канкрэтных геаметрычных пераўтварэнняў
дазваляе прымяняць метад геаметрычных пераўтварэнняў пры рашэннi задач
еўклiдавай геаметрыi. Метад геаметрычных пераўтварэнняў можа выкарыстоўвацца
як сродак абгрунтавання некаторых адносiнаў памiж элементамi еўклiдавай
геаметрыi. Прымяненне праводзiцца па наступнай схеме:

1) выбiраецца геаметрычнае пераўтварэнне, якое валодае ўласцiвасцю,
неабходнай для абгрунтавання наяўнасцi ўказаных адносiнаў памiж аб’ектамi
еўклiдавай геаметрыi, i якое можна прымянiць пры рашэннi канкрэтнай задачы;

2) устанаўлiваецца, што адзiн аб’ект можа пераходзiць у другi пры выбраным
геаметрычным пераўтварэннi;

3) абгрунтаванне наяўнасцi указаных адносiнаў памiж аб’ектамi абапiраецца на
адпаведныя уласцiвасцi выбранага геаметрычнага пераўтварэння.

Прымяненне дадзенай схемы абумоўлiвае неабходнасць актуалiзацыi асноўных
паняццяў тэорыi геаметрычных пераўтварэнняў i ўласцiвасцяў асобных вiдаў.
Абавязкова павiнна быць сфармiравана ўменне будаваць вобразы фiгур пры
пэўным пераўтварэннi, устанаўлiваць сувязi памiж геаметрычнымi аб’ектамi на мове
геаметрычных пераўтварэнняў.
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Базавымi паняццямi з’яўляюцца наступныя: адлюстраванне, пераўтварэнне,
рух, адваротнае пераўтварэнне, спосаб задання геаметрычнага пераўтварэння,
канкрэтныя вiды геаметрычных пераўтварэнняў.

Асноўнымi ўласцiвасцямi геаметрычных пераўтварэнняў з’яўляюцца:
– кампазiцыя рухаў ёсць рух;
– пры руху прамыя пераходзяць у прамыя, праменi – у праменi, адрэзкi – у

адрэзкi; захоўваюцца вуглы памiж праменямi;
– пераўтварэнне падобнасцi пераводзiць прамыя ў прамыя, праменi – у праменi,

адрэзкi – у адрэзкi; захоўвае вуглы памiж праменямi;
– пры руху пункты, якiя ляжаць на прамой, пераходзяць у пункты, якiя ляжаць

на прамой, i захоўваецца парадак iх узаемнага размяшчэння.
Разгледзiм прыклады прымянення метада геаметрычных пераўтварэнняў пры

рашэннi геаметрычных задач.
Задача 1. Пункт В ляжыць памiж пунктамi А i С. Па адзiн бок ад

прамой АС пабудаваны роўнастароннiя трохвугольнiкi АМВ i ВКС. Даказаць, што
трохвугольнiк з вяршынямi ў сярэдзiнах адрэзкаў АК i МС i пункце В роўнастароннi.

Рашэнне. Разгледзiм паварот вакол цэнтра В на вугал −60o(малюнак 1). Пункт
А пераходзiць у пункт М, пункт К пераходзiць у пункт С, тады адрэзак АК
пераходзiць у адрэзак МС. Так як паварот з’яўляецца рухам, то сярэдзiна адрэзка
АК пераходзiць у сярэдзiну адрэзка МС. Значыць, пры дадзеным павароце пункт N
пераходзiць у пункт F. Адсюль вынiкае, што BN=BF i ∠NBF = 60o. Гэта значыць,
што трохвугольнiк BNF роўнастароннi.
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Задача 2. На вышынi ВD трохвугольнiка АВС маецца пункт К, такi, што
∠KAD = ∠KCD. Даказаць, што трохвугольнiк АВС раўнабедраны.

Рашэнне. Трохвугольнiк AKD роўны трохвугольнiку CKD па катэту i востраму
вуглу (малюнак 2). Значыць пункты А i С сiметрычныя адносна прамой BD.
Тады SBD(AB) = CB. Адсюль вынiкае, што АВ=СВ. Значыць трохвугольнiк АВС
раўнабедраны.
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2.3. КААРДЫНАТНЫ МЕТАД

Абсцыса (лац. “адсякаць”) – адрэзак, якi адсякаецца на восi iксоў. Ардыната
(лац. “упарадкаваны”) – першапачаткова была адна вось i ардынаты былi адрэзкi,
паралельныя адзiн аднаму, гэта значыць у кожнай абсцысе будаваўся свой
перпендыкуляр, калi сiстэма каардынат была прамавугольная.

Каардынаты (пункта) – лiкi, якiя ўзятыя ў пэўным парадку i характарызуюць
становiшча пункта на лiнii, на плоскасцi. Прамая, на якой указаны спосаб паказу
сапраўдных лiкаў, называецца каардынатнай.

Каардынатная плоскасць – плоскасць, на якой разглядаюцца дзве сям’i
несамаперасякаючыхся лiнiй, такiх, што кожная лiнiя адной сям’i перасякаецца з
кожнай лiнiяй другой сям’i толькi ў адным пункце. Пачатковыя лiнii выбралi х=0 i
y=0 (восi каардынат). Лiнii x=const i y=const – каардынатныя лiнii.

Каардынатны метад – спосаб вызначэння становiшча пункта на прамой, на
плоскасцi з дапамогай лiкаў (для дэкартавай сiстэмы каардынат). Выкарыстўваючы
каардынатны метад, алгебраiчныя раўнаннi можна вытлумачыць у выглядзе
геаметрычных вобразаў (графiкаў) i, наадварот, шукаць рашэнне геаметрычных
задач з дапамогай аналiтычных формул (раўнанняў i iх сiстэм).

Для прымянення каардынатнага метада павiнны быць сфармаваны наступныя
базавыя веды i ўменнi.

1. Ведаць запiс пункта ў каардынатнай форме i па дадзенай каардынатнай форме
будаваць яго на каардынатнай плоскасцi (на прамой). А(х;у) i А(х) – каардынатныя
формы задання пункта на плоскасцi i на прамой.

2. Ведаць заданне прамой у каардынатнай форме i па дадзенай каардынатнай
форме будаваць прамую на каардынатнай плоскасцi.

Прамая адназначна вызначаецца раўнаннем, калi: а) яму задавальняюць
каардынаты (х;у) любога пункта гэтай прамой; б) любая пара лiкаў (х;у), якая
задавальняе раўнанню прамой, прадстаўляе сабою каардынаты адпаведнага пункта
прамой. Любая прамая на кардынатнай плоскасцi мае раўнанне выгляду ax+by+c=0
(або прынятае для школьнага курса алгебры y=kx+b). Знайшоўшы каардынаты двух
пунктаў, можна атрымаць геаметрычны вобраз прамой на каардынатнай плоскасцi.
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Аналагiчна раўнанне акружнасцi з цэнтрам C(a;b) i радыюсам r будзе мець
выгляд (x − a)2 + (y − b)2 = r2 (калi цэнтр акружнасцi ў пачатку каардынат, то
раўнанне акружнасцi x2 + y2 = r2); раўнанне парабалы y = ax2, a 6= 0 (шляхам
зрухаў восяў каардынат можна перайсцi да раўнання выгляду y = ax2 + bx + c).

У аналiтычнай геаметрыi кананiчны выгляд гiпербалы
x2

a2
− y2

b2
= 1. Калi b=a, то

гiпербала раўнабокая i яе раўнанне x2 − y2 = a2. Калi за восi каардынат прыняць

асiмптоты раўнабокай парабалы, то раўнанне будзе мець выгляд xy =
a2

2
, або,

прымаючы
a2

2
= k, атрымаем школьнае раўнанне гiпербалы y =

k

x
.

Неабходна памятаць асноўнае патрабаванне да раўнання любой лiнii. Раўнанне
будзе раўнаннем лiнii, калi яму задавальняюць каардынаты (х;у) любога пункта
гэтай лiнii, i наадварот, любая пара лiкаў (х;у), якая задавальняе раўнанню лiнii,
прадстаўляе сабою каардынаты пункта лiнii.

Веданне раўнанняў асноўных лiнiй зводзiцца да рашэння дзвюх вучэбных задач:
а) па зададзеным уласцiвасцям лiнii скласцi яе раўнанне; б) па зададзенаму
раўнанню лiнii высвятлiць яе геаметрычныя ўласцiвасцi. У курсе алгебры гэта
гучыць наступным чынам: па зададзенаму раўнанню лiнii пабудаваць яе графiк i
з дапамогай графiчнай мовы высвятлiць уласцiвасцi функцыi, а затым высветленыя
ўласцiвасцi перакласцi на аналiтычную мову.

Пры рашэннi задач выкарыстоўваюцца наступныя факты з аналiтычнай
геаметрыi: адлегласць памiж пунктамi; дзяленне адрэзка ў дадзеным стасунку;
знаходжанне каардынат сярэдзiны адрэзка.

Сутнасць выкарыстання каардынатнага метаду зводзiцца да некалькiх найбольш
iстотных дзеянняў: напiсанне (складанне) раўнання лiнii (прамой, парабалы,
гiпербалы, акружнасуцi i г.д.); знаходжанне адлегласцi памiж пунктамi (напiсанне
раўнання адрэзка), знаходжанне каардынат пунктаў на адрэзку (пункта, якi дзелiць
адрэзак у зададзеным стасунку; сярэдзiны адрэзка).
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1 этап. Размясцiць фiгуры на каардынатнай плоскасцi так, каб больш
рацыянальна можна выразiць у каардынатнай форме адрэзкi фiгуры i “убачыць”
выкарыстанне каардынатнага метаду для знаходжання шуканага элемента.

2 этап. Запiсаць у каардынатнай форме з улiкам дадзеных разглядаемыя пункты.
3 этап. Перавесцi на каардынатную мову ўмову задачы.
4 этап. Рашыць задачу ў каардынатнай форме.
5 этап. Запiсаць, зыходзячы з плану рашэння задачы, раўнанне лiнiй, адлегласць

памiж пунктамi, каардынаты сярэдзiны адрэзка i гэтак далей.
6 этап. Выканаць пераўтварэнне атрыманага ў каардынатнай форме выразу.
7 этап. Асэнсаваць атрыманыя вынiкi на той мове, на якой была запiсана задача.
Прымяненне каардынатнага метаду – гэта прыватны выпадак мадэлявання.
Веды i ўменнi, неабходныя для сфармаванасцi метада: 1) разуменне асноўных

задач метада (пабудова пункта па яго каардынатах i знаходжанне каардынат
зададзенага пункта на праменi, прамой i плоскасцi); 2) веданне раўнанняў,
найбольш сустракаемых фiгур (прамой, парабалы, гiпербалы, акружнасцi);
3) веданне формулы адлегласцi памiж пунктамi i ўменне знайсцi гэтую адлегласць
(задача аб сярэдзiне адрэзка); 4) уменне выконваць пераклад з аналiтычнай мовы
на графiчную i наадварот.

Уменнi ўсвядомленага прымянення метада: а) уменне даваць абгрунтаванне
прымянення графiчнай або аналiтычнай мовы ў залежнасцi ад канкрэтнай сiтуацыi
задачы; б) уменне найбольш рацыянальна размясцiць фiгуру на каардынатнай
плоскасцi для прымянення каардынатнага метада пры рашэннi матэматычнай
задачы.

Прымяненне каардынатнага метада зводзiцца да наступных дзеянняў:
а) пераклад з аналiтычнай мовы на графiчную асноўных адносiнаў задачы
(або наадварот); б) пераўтварэнне або даследванне аб’екта на новай мове, больш
зручнай i вынiковай для вывучэння аб’екта; в) пераклад вынiка пераўтварэння або
даследавання на мову рашаемай задачы; г) асэнсаванне атрыманага вынiка.
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2.4. ВЕКТАРНЫ МЕТАД

Вектар – адно з фундаментальных паняццяў сучаснай матэматыкi, якое

шырока выкарыстоўваецца ў розных яе галiнах. У працах Г. Бесэля, Ж. Аргана,

К.Ф. Гауса па тэорыi комплексных лiкаў устаноўлена сувязь памiж арыфметычнымi

аперацыямi над комплекснымi лiкамi i геаметрычнымi аперацыямi над вектарамi ў

двумернай прасторы. У працах У. Гамiльтана, Г. Грасмана, Ф. Мёбiуса паняцце

вектара знайшло шырокае прымяненне пры вывучэннi ўласцiвасцяў трохмернай i

шматмернай прастораў. Зараз на вектарнай аснове выкладаецца лiнейная алгебра,

аналiтычная геаметрыя, дыферэнцыяльная геаметрыя, функцыянальны аналiз

i iншыя. Упершыню паняцце вектара было ўведзена прафесарам астраномii

Дублiнскага ўнiверсiтэта Уiльямам Гамiльтанам (1805-1865 г.г.) у першай публiкацыi

па тэорыi кватэрыёнаў. Слова “вектар” паходзiць ад лацiнскага слова “vehere”, што

азначае несцi.

Да паняцця вектара як накiраванага адрэзка прыводзяць шматлiкiя задачы

механiкi i iншых галiнаў фiзiкi: тэорыi пругкасцi, тэорыi электрамагнiтных палёў

i гэтак далей.

Многiя геаметрычныя сцвярджэннi i вылiчэннi могуць быць даказаны i

праведзены з дапамогай вектараў (таблiца 1).
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Таблiца 1 – Рашэнне геаметрычных задач вектарным спосабам

Геаметрычная задача Вектарнае рашэнне

a||b

−→
AB = k

−−→
CD, дзе адрэзкi АВ i СD

належаць адпаведна прамым а i b, k – лiк.
У залежнасцi ад выбару ўзнiкаюць розныя вектарныя суадносiны,
сярод якiх выбiраюцца патрэбныя.

Пункты А, В, С
належаць прамой а

а) устанавiць справядлiвасць адной з наступных роўнасцяў:
−→
AB = k

−−→
BC,

−→
AC = k

−−→
BC,

−→
AC = k

−→
AB;

б) даказаць роўнасць
−−→
QC = p

−→
QA+ q

−−→
QB,

дзе p+q=1 i Q – адвольны пункт

a⊥b
−→
AB ·

−−→
CD = 0, дзе пункты А i В

належаць прамой а, а пункты C i D – прамой b.

Вылiчыць даўжыню адрэзка Пераўтварыць шуканы адрэзак у вектар i выкарыстаць формулу
a2 = |−→a |2 = (−→a )2.

Вылiчыць велiчыню вугла
Выбраць на старанах вугла вектары −→a i

−→
b , выкарыстаць формулу:

cos(−→a ,
−→
b ) =

−→a ·
−→
b

|−→a | · |
−→
b |

.

М – пункт перасячэння
медыян трохвугольнiка АВС

а)
−−→
OM =

1

3
(
−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC), дзе О – адвольны пункт;

б)
−−→
MA+

−−→
MB +

−−→
MC = 0.

M ∈ (ABC)
−−→
MA = α

−→
AB + β

−→
AC.

У панятыйны апарат вектарнага метада ўваходзяць наступныя паняццi: вектар,
пачатак вектара, канец вектара, модуль вектара, роўныя вектары, нулявы вектар,
каардынаты вектара, праекцыя вектара на вось, калiнеярныя вектары, адзiнкавы
вектар, каардынатныя вектары (орты), скалярны здабытак вектараў, вугал памiж
ненулявымi вектарамi.

Вектарам называецца накiраваны адрэзак.
Вектары

−→
AB i

−−→
CD называюцца аднолькава накiраванымi, калi паўпрамыя АВ i

CD аднолькава накiраваныя.
Абсалютнай велiчынёй (модулем) вектара называецца даўжыня адрэзка, якi

паказвае вектар.
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Нулявым вектарам называецца вектар, у якога пачатак супадае з яго канцом.

Два вектары называюцца роўнымi, калi яны сумяшчаюцца паралельным
пераносам.

Няхай вектар −→a мае пачаткам пункт A1(x1; y1), а канцом пункт A2(x2; y2).
Каардынатамi вектара −→a называюцца лiкi a1 = x2 − x1, a2 = y2 − y1.

Сумай вектараў −→a (a1; a2) i
−→
b (b1; b2) называецца вектар −→c (a1 + b1; a2 + b2).

Рознасцю вектараў −→a (a1; a2) i
−→
b (b1; b2) называецца такi вектар −→c , якi ў суме з

вектарам
−→
b дае вектар −→a . Вектар −→c мае каардынаты (a1 − b1; a2 − b2).

Здабыткам вектара
−−−−→
(a1; a2) на лiк λ называецца вектар з каардынатамi (λa1;λa2).

Два ненулявыя вектары называюцца калiненярнымi, калi яны ляжаць на адной
прамой або на паралельных прамых.

Скалярным здабыткам вектараў −→a (a1; a2) i
−→
b (b1; b2) называецца лiк, роўны суме

здабыткаў адпаведных каардынат a1b1 + a2b2.

Асноўныя дзеяннi, неабходныя для прымянення вектарнага метаду: складанне
вектараў (правiлы “трохвугольнiка”, “паралелаграма”); адыманне вектараў;
множанне вектара на лiк; прадстаўленне вектара ў выглядзе сумы, рознасцi
двух вектараў, у выглядзе здабытку вектара на лiк; замена вектара роўным
яму пры дапамозе паралельнага пераносу; прадстаўленне вектара ў выглядзе
раскладання па двух некалiнеярных вектарах; пераход ад суадносiнаў памiж
вектарамi да суадносiнаў памiж iх даўжынямi i выкананне зваротнага дзеяння;
выраз даўжынi вектара праз яго скалярны квадрат; выраз велiчынi вугла памiж
вектарамi праз скалярны здабытак i даўжынi гэтых вектараў.
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Схема прымянення вектарнага метаду для рашэння геаметрычных задач
складаецца з наступных этапаў.

1. Перавод умовы задачы на мову вектараў:
а) увядзенне ў разгляд вектараў;
б) выбар базiсных вектараў;
в) раскладанне ўсiх уведзеных вектараў па базiсным;
г) выбар сiстэмы каардынат (калi гэта неабходна).
2. Складанне сiстэмы вектарных роўнасцяў (або адной роўнасцi).
3. Спрашчэнне вектарных роўнасцяў.
4. Замена вектарных роўнасцяў алгебраiчнымi раўнаннямi.
5. Рашэнне алгебраiчных раўнанняў.
6. Тлумачэнне геаметрычнага сэнсу атрыманага рашэння сiстэмы (або аднаго

раўнання).
Дзеяннi для авалодання кампанентамi метада: перавод геаметрычных тэрмiнаў

на мову вектараў i рашэнне зваротнай задачы; перавод умовы задачы на мову
вектараў; складанне сiстэмы вектарных роўнасцяў па ўмове задачы; выбар
базiсных вектараў; раскладанне ўсiх уведзеных вектараў па базiсным; спрашчэнне
вектарных роўнасцяў; замена вектарных роўнасцяў алгебраiчнымi раўнаннямi;
рашэнне алгебраiчных раўнанняў; тлумачэнне геаметрычнага сэнсу рашэння.



Начало

Содержание

J I

JJ II

Страница 23 из 70

Назад

На весь экран

Закрыть

IЛЮСТРАЦЫЯ МЕТАДАЎ РАШЭННЯ
ПЛАНIМЕТРЫЧНЫХ ЗАДАЧ

Прымяненне алгебраiчнага метада

Задача. Асновы трапецыi роўныя 30 см i 12 см, а дыяганалi роўныя 20 см
i 34 см. Знайсцi плошчу трапецыi.

Дадзена: ABCD – трапекцыя, BC||AD, BC=12 см, AD=30 см, АС=20 см,
BD=34 см.

Знайсцi: SABCD.

Рашэнне. Апусцiм перпендыкуляры з пунктаў В i С на нiжнюю аснову AD.
Няхай AH=x см. З прамавугольнага трохвугольнiка АСМ выражаем:

CM2 = AC2 − AM2 = 202 − (x+ 12)2.

З прамавугольнага трохвугольнiка BDH выражаем:

BH2 = BD2 −HD2 = 342 − (30− x)2.
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Так як ВН=СМ, то атрымаем i рашым раўнанне:

202 − (x+ 12)2 = 342 − (30− x)2,
(30− x)2 − (x+ 12)2 = 342 − 202,

(18− 2x) · 42 = 14 · 54,
18− 2x = 18,

x = 0.

Значыць, АН = 0 см. Трапецыя ABCD будзе прамавугольнай.
Знойдзем вышыню трапекцыi СМ.

CM =
√

202 − (0 + 12)2 = 16 (см).

SABCD =
BC + AD

2
· CM =

12 + 30

2
· 16 = 336 (см2).

Адказ: 336 см2.
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Прымяненне вектарнага метада

Разгледзiм прыклады.
Задача 1. На старанах АВ. ВС i АС трохвугольнiка АВС узяты адпаведна

пункты L, N i K. Прычым, AL:AB = 1:4, BN:BC = AK:AC = 2:3. LK ∩ AN = D.
Знайсцi AD:AN.

Абазначым
−−→
AD
−−→
AN

= x,

−→
LD
−−→
LK

= y ⇒
−−→
AD = x

−−→
AN,

−→
LD = y

−−→
LK (малюнак 4).

За базiсныя вектары выбiраем
−→
AB = −→a ,

−→
AC =

−→
b . Раскладваем вектары па базiсных.

−−→
AN =

−→
AB +

2

3

−−→
BC = −→a +

2

3
(
−→
b −−→a ) = 1

3
−→a +

2

3

−→
b ,
−−→
AD = x(

1

3
−→a +

2

3

−→
b ) =

x

3
−→a +

2x

3

−→
b .

−−→
LK =

−−→
AK −

−→
AL =

2

3

−→
b − 1

4
−→a ,

−−→
AD =

−→
AL+

−→
LD =

1

4
−→a + y

−−→
LK =

1

4
−→a + y(

2

3

−→
b − 1

4
−→a ) = 1− y

4
−→a +

2y

3

−→
b .
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Пераходзiм да алгебраiчных раўнанняў. Атрымаем сiстэму:
x

3
=

1− y
4

,

2x

3
=

2y

3
.

Рашаючы сiстэму, атрымлiваем: x =
3

7
.

Значыць,
−−→
AD :

−−→
AN = 3 : 7.

Тады AD:AN = 3:7.
Адказ: 3:7.

Заўвага. Дадзеную задачу можна рашыць без выкарыстання вектарнага метада,
калi заўважыць, што KN||AB.

Тады
KN

AB
=
CK

CA
=

1

3
.

Выразiм АВ праз AL i атрымаем:
KN

AB
=
KN

4AL
=

1

3
⇒ KN

AL
=

4

3
.

Разгледзiм трохвугольнiкi ALD i NKD.

Дадзеныя трохвугольнiкi падобныя па двух вуглах.

Адсюль вынiкае
AN

ND
=

AL

NK
=

3

4
.

Знаходзiм
AN

AD
=
AD +DN

AD
= 1 +

DN

AD
= 1 +

4

3
=

7

3
.

Значыць, AD:AN = 3:7.
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Задача 2. У трохвугольнiку АВС на аснове АС узяты пункты P i Q, так, што
AP<AQ. Прамыя BP i BQ падзяляюць медыяну АМ на тры роўныя часткi. Знайсцi
даўжыню АС, калi даўжыня PQ роўная 3.

Рашэнне. Рашым задачу вектарным метадам. Няхай медыяна АМ перасякае

адрэзкi BP i BQ у пунктах D i О (малюнак 5). Так як OM =
1

3
AM , то BQ таксама

з’яўляецца медыянай, гэта значыць AQ = CQ. Уводзiм у разгляд вектары
−−→
BD,−−→

BP ,
−−→
BQ. У якасцi базiсных выбiраем вектары −→c =

−→
BA i −→a =

−−→
BC. Раскладваем

уведзеныя вектары праз базiсныя.

−−→
BQ =

1

2
−→c +

1

2
−→a ,
−−→
BD =

2

3
−→c +

1

3
·
−→a
2

=
2

3
−→c +

1

6
−→a .

Абазначым АР = х. Тады
−−→
BP раскладваецца па базiсных вектарах.

−−→
BP =

3

3 + x
−→c +

x

3 + x

−−→
BQ =

3

3 + x
−→c +

x

2(3 + x)
(−→a +−→c ) = x

2(3 + x)
−→a +

6 + x

2(3 + x)
−→c .

З другога боку вектары
−−→
BD i

−−→
BP калiнеярныя. Атрымлiваем:

−−→
BP = λ

−−→
BD =

λ

6
−→a +

2λ

3
−→c .
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Атрымалi два выразы для вектара
−−→
BD. Прыраўняем каэфiцыенты пры вектарах

−→a i −→c . Атрымаем сiстэму: 
x

2(3 + x)
=
λ

6
,

6 + x

2(3 + x)
=

2

3
λ.

Падзелiм першае раўнанне на другое i атрымаем:

x

6 + x
=

1

4
.

Рашаем апошняе раўнанне i знаходзiм х = 2.
Тады QC = AQ = AP + PQ = 2 + 3 = 5.
Значыць, АС = 10.
Адказ: 10 лiнейных адзiнак.
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Прымяненне каардынатнага метада

Разгледзiм прыклады прымянення каардынатнага метаду для рашэння
планiмерычных задач.

Задача 1. Дадзена акружнасць з цэнтрам О i дыяметрам АВ=4. Пункт С –
сярэдзiна радыюса ОВ. Пабудуйце на акружнасцi пункты М i Р, сiметрычныя
адносна прамой АВ, так, каб прамая СР была перпендыкулярна прамой АМ.

Рашэнне. Дапусцiм, што пункты М i Р пабудаваныя. Заўважаем, што
дастаткова ведаць месца знаходжання пункта К, каб пабудаваць пункты М i Р.
Уводзiм сiстэму каардынат з пачаткам у цэнтры акружнасцi i паспрабуем знайсцi
каардынаты пункта К (малюнак 6).

Знаходзiм каардынаты пунктаў. А(-2;0), О(0;0), С(1;0), В(2;0), М(х;у), Р(х;-у),
К(х;0). Заўважаем, што патрэбна знайсцi толькi х. З трох умоў, якiм павiнны
задавальняць пункты М i Р, мы выкарысталi толькi адну – сiметрычнасць адносна
прамой AB.

Паспрабуем перавесцi на каардынатную мову астатнiя дзве ўмовы. Так як
пункт М ляжыць на акружнасцi. то яго каардынаты задавальняюць раўнанню
дадзенай акружнасцi. Раўнанне мае наступны выгляд x2 + y2 = 4. Каб перавесцi на
каардынатную мову перпендыкулярнасць прамых АМ i СР, выкарыстаем скалярны
здабытак вектараў.

−−→
AM(x+2; y),

−→
CP (x−1;−y).

−−→
AM ·

−→
CP = 0. На кардынатнай мове
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гэта азначае (x+ 2) · (x− 1)− y2 = 0. Адсюль вынiкае x2 + x− 2− y2 = 0. Значыць,
нам трэба рашыць наступную сiстэму адносна пераменнай х.{

x2 + y2 = 4;
x2 + x− 2− y2 = 0.

Складваем пачленна два раўнаннi i атрымаем 2x2+x−6 = 0. Рашаючы раўнанне,
знаходзiм каранi x1 = −2, x2 = 1, 5. Па сэнсу задачы нам падыходзiць другi корань.
Значыць, пункт К(1,5;0). Заўважаем, што пункт К з’яўляецца сярэдзiнай адрэзка
СВ. Адсюль вынiкае спосаб рашэння нашай задачы. Каб пабудаваць пункты М
i Р, трэба знайсцi перасячэнне сярэдзiнавага перпендыкуляра да адрэзка СВ з
акружнасцю.

Заўважаем, што дыяметр АВ перпендыкулярны хордзе МР. Гэта азначае, што
пункты М i Р сiметрычныя адносна прамой АВ. Вугал АМВ прамы, таму што
апiраецца на дыяметр. Лёгка даказваецца, што МВ||СР. Значыць, CP⊥AM . Так
як усе этапы пабудовы выконваюцца адназначна, то задача мае адно рашэнне.

Задача 2. Знайсцi плошчу трохвугольнiка АВС, калi яго вяршынi зададзены
каардынатамi А(3;-1), В(1;-3), С(-6;6).
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Рашэнне. Падвядзенне сiстэмы каардынат ажыццяўляем другiм спосабам. Калi
пры рашэннi першай задачы сiстэма каардынат накладвалася на малюнак, то зараз
наадварот малюнак накладваецца на сiстэму каардынат (малюнак 7). Задача можа
рашацца рознымi спосабамi.

1. Знаходзiм даўжынi старон i прымяняем формулу Герона.
2. Знаходзiм даўжыню вышынi, апушчанай на сторану АВ i даўжыню АВ.
3. Знаходзiм даўжынi старон АС i ВС i велiчыню вугла памiж iмi.
Дабудуем трохвугольнiк да прамавугольнiка. Плошча нашага трохвугольнiка

знаходзiцца як рознасць плошчы прамавугольнiка (у нашым выпадку квадрата) i
плошчаў трох прамавугольных трохвугольнiкаў.

SABC = SCMKN − SCBN − SCMA − SKAB = 81− 1

2
· 7 · 9− 1

2
· 2 · 2 = 81− 65 = 16.

Адказ: 16 квадратных адзiнак.
Задача 3. Дадзены тры акружнасцi радыюсамi 2, 8 i 10, якiя датыкаюцца

папарна знешнiм чынам. Знайсцi даўжыню хорды, якую адсякае агульная ўнутраная
датычная першых дзвюх акружнасцей ад трэцяй акружнасцi.
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Рашэнне. Падводзiм пад малюнак задачы сiстэму каардынат
Оху (малюнак 8). Тады пункты будуць мець наступныя каардынаты
O1(−2; 0), O2(8; 0), O(0; 0), O3(x; y). Для знаходжання даўжынi адрэзка АВ неабходна
ведаць каардынаты пунктаў А i В, якiя з’яўляюцца пунктамi перасячэння большай
акружнасцi з воссю Оу. Складваем раўнанне большай акружнасцi. Спачатку
знойдзем каардынаты яе цэнтра. Так як акружнасцi датыкаюцца знешне, то
O1O3 = 12, O2O3 = 18. Запiшам наступныя раўнаннi:

(x+ 2)2 + y2 = 122, (x− 8)2 + y2 = 182.

Адымаем ад другога раўнання першае i атрымаем:

(x− 8)2 − (x+ 2)2 = 182 − 122 ⇒ −10(2x− 6) = 6 · 30⇒ x− 3 = −9⇒ x = −6.

Падставiм атрыманае значэнне ў першае раўнанне i атрымаем:

(−6 + 2)2 + y2 = 144⇒ 16 + y2 = 144⇒ y2 = 128⇒ y1 = −8
√
2, y2 = 8

√
2.

Па сэнсу задачы нам падыходзiць першае значэнне. Тады цэнтр большай
акружнасцi мае каардынаты O3(−6;−8

√
2). Атрымлiваем раўнанне большай

акружнасцi:

(x+ 6)2 + (y + 8
√
2)2 = 100.

Так як раўнанне восi Оу мае выгляд х=0, то падставiўшы гэтае значэнне ў
раўнанне акружнасцi, атрымаем:

62 + (y + 8
√
2)2 = 100⇒ (y + 8

√
2)2 = 64⇒ y + 8

√
2 = −8 або y + 8

√
2 = 8⇒

⇒ y = −8− 8
√
2 або y = 8− 8

√
2.

Значыць, A(0; 8− 8
√
2) i B(0;−8− 8

√
2). Тады АВ=16.

Адказ: 16 лiнейных адзiнак.
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МЕТАДЫ РАШЭННЯ ЗАДАЧ НА ПАБУДОВУ

Задача на пабудову заключаецца ў патрабаваннi пабудаваць загадзя ўказанымi
iнструментамi (цыркулем i лiнейкай) некаторую фiгуру, якая задавальняе пэўным
патрабаванням. Рашэннем задачы з’яўляецца кожная фiгура, якая задавальняе
ўсiм патрабаванням задачы. Рашэнне задачы на пабудову зводзiцца да ўказання
канечнага лiку асноўных пабудоў. Матэматыкамi распрацавана схема рашэння
задач на пабудову, якая складаецца з наступных этапаў: аналiз, пабудова, доказ,
даследванне.

Мэта аналiза – устанаўленне залежнасцей памiж элементамi шуканай i дадзенай
фiгур; знаходжанне дапаможнай фiгуры, якую можна пабудаваць на аснове
дадзеных; устанаўленне спосабу атрымання шуканай фiгуры з дапаможнай;
складанне плана пабудовы, якi паказвае паслядоўнасць канкрэтных элементарных
задач. Аналiз пачынаецца са слоў “дапусцiм, што фiгура пабудавана”. На выхадзе з
аналiза павiнен быць складзены план пабудовы.

Пабудова заключаецца ў выкананнi элементарных дзеянняў, указаных у плане,
iншымi словамi ў рэалiзацыi плана рашэння. Праводзiцца запiс рашэння задачы з
выкарыстаннем асноўных пабудоў i элементарных задач.

Мэтай доказу з’яўляецца ўстанаўленне таго, што пабудаваная фiгура будзе
шуканай, гэта значыць задавальняе ўсiм патрабаванням задачы. Доказ можа
абапiрацца на этапы пабудовы.

Даследванне паказвае колькасць рашэнняў задачы пры дадзеным выбары
дадзеных i выбраным спосабе пабудовы.
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У метадычнай лiтаратуры вылучаюць наступныя метады рашэння задач на
пабудову:

1) метад геаметрычных месцаў пунктаў (перасячэнняў);
2) метады геаметрычных пераўтварэнняў:
– метад паралельнага пераносу,
– метад восевай сiметрыi,
– метад цэнтральнай сiметрыi,
– метад павароту,
– метад падобнасцi;
3) метад спрамлення;
4) метад адваротнасцi;
5) алгебраiчны метад;
6) метад iнверсii.
Сутнасць метада геаметрычных месцаў заключаецца ў тым, што для

знаходжання некаторага пункта, якi задавальняе пэўным умовам, будуюць ГМП,
якiя задавальняюць адной умове (фiгуру F1), а затым будуюць ГМП, якiя
задавальняюць другой умове (фiгуру F2). Шуканы пункт з’яўляецца пунктам
перасячэння фiгур F1 i F2. Метад прымяняецца, калi вядомыя некаторыя ГМП
(акружнасць, сярэдзiнавы перпендыкуляр, бiсектрыса вугла i iншыя).

Метад паралельнага пераносу заключаецца ў наступным: якую-небудзь частку
фiгуры або ўсю фiгуру паралельным пераносам пераводзяць так, каб у атрыманую
фiгуру ўвайшло максiмальна магчымая колькасць дадзеных i яе можна было
лёгка пабудаваць. Дадзеная фiгура з’яўляецца дапаможнай. Пасля пабудовы
дапаможнай фiгуры выконваюць адваротны паралельны перанос i атрымлiваюць
шуканую фiгуру. Дадзены метад выкарыстоўваецца пры пабудове шматвугольнiкаў
i знаходжаннi найкарацейшай адлегласцi памiж аб’ектамi.
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Пры прымяненнi метада сiметрыi адну з дадзеных фiгур або яе частку
адлюстроўваюць адносна выбраных цэнтра або восi. Атрымлiваецца дапаможная
фiгура, якую можна пабудаваць вядомымi спосабамi. Затым знаходзiцца спосаб
пераходу ад дапаможнай фiгуры да шуканай. Дадзены метад выкарыстоўваецца для
знаходжання пунктаў на прамой, калi яны звязаны з астатнiмi пунктамi метрычнымi
суадносiнамi.

Метад павароту заключаецца ў павароце дадзенай або шуканай фiгуры вакол
мэтазгодна выбранага цэнтра на адпаведны вугал для аблягчэння пошуку рашэння
на этапе аналiза. На этапе пабудовы звычайна выкарыстоўваецца паварот на той жа
вугал у адваротным напрамку.

Метад падобнасцi заключаецца ў тым, што будуецца фiгура, якая падобная
дадзенай i задавальняе ўсiм умовам задачы, акрамя адной. На другiм этапе
будуецца шуканая фiгура, якая падобная пабудаванай i задавальняе прапушчанаму
патрабаванню. Звычайна ў задачах, рашаемых такiм метадам, вылучаецца дзве
групы дадзеных: 1) умовы, якiя дазваляюць пабудаваць першапачатковую фiгуру,
падобную шуканай; 2) умова, якая вызначае лiнейную частку шуканай фiгуры або
яе становiшча на плоскасцi.

Метад спрамлення дазваляе некаторую ломаную лiнiю на шуканай фiгуры
замянiць адрэзкам прамой i атрымаць новую дапаможную фiгуру. На першым
этапе будуецца дапаможная фiгура i вызначаецца пункт, у якiм патрэбна сагнуць
выпрамленую лiнiю, каб атрымаць шуканую фiгуру. Дадзены метад прымяняецца
пры рашэннi задач, у якiх дадзены сума або рознасць частак некаторай ломанай
лiнii.

Пры прымяненнi алгебраiчнага метаду рашэння задач абазначаюць даўжынi
вядомых адрэзкаў лiтарамi а, b, c, . . . , невядомых – x, y, z, . . . . Затым складваюць
раўнанне або сiстэму раўнанняў з дапамогай геаметрычных суадносiнаў памiж
шуканымi i дадзенымi адрэзкамi. Пасля гэтага рашаецца раўнанне або сiстэма
раўнанняў i атрымлiваецца формула, якая выражае невядомыя адрэзкi праз
вядомыя. Вызначаецца спосаб пабудовы невядомых адрэзкаў, зададзеных пэўнай
формулай. Затым будуюцца невядомыя адрэзкi.
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Задача 1. Пабудаваць раўнабедраны востравугольны трохвугольнiк па бакавой
старане i вышынi, праведзенай да гэтай стараны.

Аналiз

Дапусцiм, што трохвугольнiк пабудаваны. Паспрабуем знайсцi дапаможную
фiгуру i спосаб пераходу ад дапаможнай фiгуры да шуканай.

Заўважаем, што трохвугольнiк АВК адназначна вызначаецца катэтам i
гiпатэнузаю. Пункт С знаходзiцца на праменi ВК i аддалены ад пункта В на
адлегласць, роўную АВ.

Пабудова
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1. Будуем прамавугольны трохвугольнiк АВК па гiпатэнузе АВ, роўнай
зададзенай бакавой старане, i па катэту АК, роўнаму дадзенай вышынi.

2. Праводзiм прамень ВК.
3. На праменi ад яго пачатку адкладваем адрэзак ВС=ВА.
4. Злучаем пункты А i С.
5. Трохвугольнiк АВС шуканы.

Доказ

1. BC = BA = a па пабудове. Значыць трохвугольнiк АВС раўнабедраны з
зададзенай бакавой стараной.

2. AK⊥BC па пабудове. Значыць, АК вышыня трохвугольнiка, праведзеная да
бакавой стараны.

3. AK = b па пабудове.
4. Трохвугольнiк АВС шуканы.

Даследванне

1. Калi b < a, то задача мае адно рашэнне.
2. Калi b ≥ a , то задача не мае рашэння.
Заўвага. Пры правядзеннi даследвання ў шматлiкiх задачах узнiкаюць

цяжкасцi, таму ў школьным курсе матэматыкi дадзены этап апускаецца. Рашэнне
школьных задач на пабудову складаецца з наступных трох этапаў:

1) пошук рашэння;
2) пабудова;
3) доказ.
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ГЕАМЕТРЫЧНЫЯ НЯРОЎНАСЦI
(ДОКАЗЫ Ў ГЕАМЕТРЫI)

Вылучаюць два метады: метад аптымiзацыi, геаметрычны метад.
Метад аптымiзацыi прымяняецца ў два этапы. На першым этапе складваецца

матэматычная мадэль геаметрычнай задачы. На другiм этапе дадзеная мадэль
даследуецца сродкамi матэматычнага аналiзу. Разгледзiм падрабязна кожны з гэтых
этапаў.

1. Пры аналiзе ўмовы задачы вызначаюць аптымiзуемую велiчыню (велiчыня,
для якой трэба знайсцi найбольшае або найменшае значэнне). Дадзеная велiчыня
будзе выконваць ролю функцыi i абазначаецца лiтарай у (або S, R, r у залежнасцi
ад умовы задачы).

2. За незалежную пераменную выбiраюць адну з невядомых велiчынь (старана,
вугал i г.д.) i абазначаюць лiтарай х. Звычайна ролю дадзенай велiчынi выконвае
велiчыня, ад значэння якой залежыць аптымiзуемая велiчыня.

3. У адпаведнасцi з умовай задачы ўстанаўлiваюцца рэальныя межы змянення
пераменнай х.

4. На этапе геаметрычнага рашэння задачы пераменная у выражаецца праз
пераменную х i вядомыя велiчынi з апорай на ўмову задачы.

5. Атрыманы выраз задае функцыю y = f(x).
6. Для функцыi знаходзяць найбольшае (найменшае) значэнне на прамежку

рэальнага змянення х.
7. Вынiк, атрыманы ў папярэднiм пункце, асэнсоваюць для рашаемай

геаметрычнай задачы.
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Шосты пункт схемы рэалiзуецца сродкамi матэматычнага аналiзу i выконваецца

па наступнаму плану.

1) знаходзяць D(f);

2) знаходзяць f ′x;

3) знаходзяць крытычныя пункты для функцыi, гэта значыць унутраныя пункты

D(f), у якiх вытворная роўная 0 або не iснуе;

4) з атрыманых пунктаў адбiраюць тыя, якiя належаць рэальнаму прамежку

змянення х ;

5) знаходзяць значэннi функцыi на канцах прамежка i ў выбраных пунктах;

6) сярод знойдзеных значэнняў функцыi выбiраюць найбольшае (найменшае)

значэнне.

Калi рэальны прамежак змянення пераменнай х не ўтрымлiвае сваiх канцоў,

то знаходзяць левабокавы лiмiт функцыi на правым канцы i правабокавы лiмiт на

левым канцы прамежка.

Пры складваннi мадэлi поспех залежыць ад удалага выбару незалежнай

пераменнай. Выбар лiчыцца ўдалым, калi атрыманы выраз нескладаны.
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Задача 1. Статуя вышынёй 4 м стаiць на калоне вышынёй 5,6 м. На якой
адлегласцi ад калоны павiнен стаць чалавек, каб бачыць статую пад найбольшым
вуглом, калi адлегласць ад зямлi да ўзроўня вачэй роўная 1,6 м?

Рашэнне. У якасцi аптымiзуемай велiчынi выбiраецца велiчыня вугла, пад якiм
чалавек бачыць статую. Абазначым дадзеную велiчыню праз у. У якасцi пераменнай
выбiраем адлегласць ад чалавека да статуi i абазначаем яе праз х (малюнак 11).

∠ADB = y, MN=CD=x. Выразiм пераменную у праз пераменную х.
Знойдзем спачатку тангенс шуканага вугла.

tg∠ADB = tg(∠ADC − ∠BDC) =
tg∠ADC − tg∠BDC

1 + tg∠ADC · tg∠BDC
.

ВС=ВМ-СМ=5,6-1,6=4 (м), АС=АВ+ВС=8 (м). Адсюль знаходзiм:

tg∠ADC =
AC

CD
=

8

x
, tg∠BDC =

BC

CD
=

4

x
.

Падстаўляем знойдзеныя значэннi.
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tg∠ADB =

8

x
− 4

x

1 +
8

x
· 4
x

=

4

x
x2 + 32

x2

=
4x

x2 + 32
.

Значыць, атрымаем наступную функцыю: y = arctg
4x

x2 + 32
. Знаходзiм рэальныя

межы змянення велiчынi х: 0 < x < +∞. Для знаходжання найбольшага значэння
функцыi прыменiм элементы матэматычнага аналiза.

1. D(y) = R.

2. y′ =
1

1 +

(
4x

x2 + 32

)2 ·
(

4x

x2 + 32

)′
=

(x2 + 32)2

x4 + 80x2 + 1024
· 4(x

2 + 32)− 4x · 2x
(x2 + 32)2

=

=
−4x2 + 128

x4 + 80x2 + 1024
=

−4(x2 − 32)

x4 + 80x2 + 1024
.

3. Знаходзiм крытычныя пункты функцыi x2 − 32 = 0⇒ x2 = 32⇒ x = ±4
√
2.

Назоўнiк не роўны нулю пры любых значэннях пераменнай х.
4. Рэальнаму прамежку змянення х належыць толькi x = 4

√
2.

5. Заўважаем, што пры пераходзе праз дадзены пункт вытворная мяняе знак
з + на -. Значыць, у гэтым пункце функцыя прыймае найбольшае значэнне.

Адказ. 4
√
2 м.

Заўвага. Найбольшае значэнне можна было шукаць i для функцыi y =
4x

x2 + 32
,

таму што тангенс пры змяненнi вугла з’яўляецца нарастальнай функцыяй. Таму
значэннi пераменнай х, пры якiх тангенс i арктангенс прыймаюць найбольшае
значэнне, супадаюць.



Начало

Содержание

J I

JJ II

Страница 42 из 70

Назад

На весь экран

Закрыть

Задача 2. Даказаць, што з усiх трохвугольнiкаў з дадзенай асновай i дадзеным
вуглом пры вяршынi раўнабедраны трохвугольнiк мае найбольшую плошчу.

Рашэнне. Дадзiм геаметрычны доказ.

Апiшам вакол трохвугольнiка АВС акружнасць (малюнак 12). Вяршынi ўсiх
астатнiх трохвугольнiкаў з дадзенай асновай i дадзеным вуглом пры вяршынi
ляжаць на дузе АВС. Возьмем раўнабедраны трохвугольнiк АМС i дакажам, што
SABC < SABM . Апусцiм з пунктаў С i М перпендыкуляры на АВ. Тады СН i
МК – вышынi трохвугольнiкаў АВС i АМВ адпаведна. Няхай радыюс акружнасцi,
апiсанай вакол трохвугольнiкаў АВС i АМВ, роўны R. Тады пры дапамозе тэарэмы
сiнусаў атрымаем:

MK = 2R · sin∠MBK, CH = 2R · sin∠CBH.

Але вугал МВК большы за вугал CBH, таму што апiраецца на большую дугу.
Улiчваючы, што гэта вострыя вуглы прамавугольных трохвугольнiкаў, атрымаем
sin∠MBK > sin∠CBH. Заўважаем, што МК>СН.

Значыць, SABC =
1

2
· AB · CH <

1

2
· AB ·MK = SAMB.
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ТЭАРЭМА ПТАЛЕМЕЯ

Клаўдзiй Пталемей (Claudius Ptolemaeus), якi жыў напрыканцы першага —
пачатку другога стагоддзя н.э., быў старажытнагрэчаскiм вучоным-астраномам,
матэматыкам, астролагам, географам, оптыкам i тэарэтыкам музыкi. Ён вядомы
як каментатар Еўклiда. Пталемей спрабаваў даказаць знакамiты Пяты пастулат.
Асноўная праца Пталемея — “Альмагест”, у якiм ён выклаў звесткi па астраномii.
Уключаў “Альмагест” i каталаг зорнага неба.

Тэарэма Пталемея. Вакол чатырохвугольнiка можна апiсаць акружнасць тады
i толькi тады, калi здабытак яго дыягоналяў роўны суме здабыткаў яго процiлеглых
старон.

Доказ неабходнасцi. Паколькi чатырохвугольнiк ABCD упiсаны ў
акружнасць, то:

∠ABC + ∠ADC = π, адкуль cos∠ABC + cos∠ADC = 0.

З трохвугольнiка ABC па тэарэме косiнусаў знаходзiм:

cos∠ABC =
a2 + b2 − e2

2ab
.
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Аналагiчна з трохвугольнiка ADC :

cos∠ADC =
d2 + c2 − e2

2dc
.

Сума гэтых косiнусаў роўная нулю:

cos∠ABC =
a2 + b2 − e2

2ab
+ cos∠ADC =

d2 + c2 − e2

2dc
= 0.

Адсюль выразiм e2:

e2 =
ab(d2 + c2) + dc(a2 + b2)

ab+ dc
=

(ac+ bd)(ad+ bc)

ab+ cd
.

Разгледзiм трохвугольнiкi ABD i BCD i знойдзем f 2:

f 2 =
(ab+ cd)(ac+ bd)

ad+ bc
.

Адсюль:

(ef)2 = (ac+ bd)2, ef = ac+ bd,

што i трэба было даказаць.
Мiмаходам мы даказалi яшчэ адно сцверджанне. Для чатырохвугольнiка, якi

ўпiсаны ў акружнасць,

e

f
=
ad+ bc

ab+ cd
.
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Доказ дастатковасцi. Няхай выконваецца роўнасць:

AB · CD +BC · AD = AC ·BD.

Дакажам, што вакол чатырохвугольнiка ABCD можна апiсаць акружнасць.

Абазначым праз R радыюс акружнасцi, аписанай вакол 4ABC. З пункта D
апусцiм перпендыкуляры на прамыя AB, BC i AC. Абазначым пункты перасячэння
гэтых прамых i перпендыкуляраў да iх праз C1, A1 i B1 адпаведна. Па тэарэме
сiнусаў для трохвугольнiка A1CB1 атрымлiваем (дыяметр апiсанай акружнасцi для
гэтага трохвугольнiка роўны CD):

A1B1 = CDsin∠A1CB1 = CDsin∠BCA.

Па тэарэме сiнусаў для трохвугольнiка ABC маем:

AB = 2Rsin∠BCA.

Значыць,

A1B1 =
CD · AB

2R
.
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Такiм жа чынам, разглядваючы трохвугольнiкi B1CC1 i A1CC1, атрымаем
суадносiны:

B1C1 =
BC · AD

2R
, A1C1 =

AC ·BD
2R

.

Адсюль, падстаўляючы гэтыя выразы ў зыходную роўнасць, маем:

2R(A1B1 +B1C1) = C1A1 · 2R,

або

C1A1 = A1B1 +B1C1,

адкуль вынiкае, што пункты A1, B1 i C1 ляжаць на адной прамой.
Дакажам зараз, што з гэтага вынiкае, што вакол чатырохвугольнiка ABCD

можна апiсаць акружнасць (дастатковая ўмова тэарэмы Сiмсана).
Пабудуем акружнасцi на адрэзках AD i CD як на дыяметрах. Першая з iх

праходзiць праз пункты B1 i C1 (вуглы AB1D i AC1D прамыя), а другая —
праз пункты A1 i B1 (∠CB1D = ∠CA1D =

π

2
). Вуглы AB1C1 i A1B1C

роўныя як вертыкальныя, адсюль вынiкае, што ∠ADC1 = ∠CDA1, а значыць, i
∠DAC1 = ∠DCA1. Адсюль ∠DAB + ∠DCB = π, i вакол чатырохвугольнiка ABCD
можна апiсаць акружнасць.
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ЗАДАННI ДЛЯ САМАСТОЙНАЙ ПРАЦЫ

Прамавугольны трохвугольнiк

1. У прамавугольным трохвугольнiку медыяна, праведзеная да гiпатэнузы,
падзяляе прамы вугал у стасунку 1:2 i роўная 5. Знайсцi стораны трохвугольнiка.

2. Пункт на гiпатэнузе, роўнааддалены ад абодвух катэтаў, падзяляе гiпатэнузу
на адрэзкi даўжынёй 30 i 40. Знайсцi перыметр трохвугольнiка.

3. У прамавугольным трохвугольнiку медыяны, праведзеныя да катэтаў, роўныя√
156 i

√
89 дм. Знайсцi гiпатэнузу.

4. Перыметр прамавугольнага трохвугольнiка роўны 60 дм, а вышыня,
праведзеная да гiпатэнузы, роўная 12 дм. Знайсцi стораны трохвугольнiка.

5. У прамавугольным трохвугольнiку катэты роўныя 2 i
√
2. Знайсцi бiсектрысу

прамога вугла трохвугольнiка.
6. У прамавугольным трохвугольнiку з гiпатэнузай 20 i катэтатам 16 праведзена

бiсектрыса вугла, процiлеглага дадзенаму катэту. Знайсцi адлегласць ад вяршынi
прамога вугла да дадзенай бiсектрысы.

7. Катэты прамавугольнага трохвугольнiка роўныя 6 i 8. Знайсцi адлегласць ад
асновы бiсектрысы большага вострага вугла да гiпатэнузы.

8. Бiсектрыса вострага вугла трохвугольнiка падзяляе катэт на адрэзкi 15 i 39.
Знайсцi перыметр трохвугольнiка.

9. У прамавугольным трохвугольнiку з гiпатэнузай 20 праведзена медыяна да
катэта. Знайсцi катэты трохвугольнiка, калi медыяна роўная 4

√
13.

10. Медыяны прамавугольнага трохвугольнiка, праведзеныя да катэтаў,
адносяцца як

√
3 : 1. Знайсцi меншы вугал трохвугольнiка.

11. У прамавугольным трохвугольнiку вышыня, праведзеная да гiпатэнузы,
падзяляе яе на адрэзкi 6 i 18. Знайсцi большы катэт трохвугольнiка.

12. З вяршынi прамога вугла трохвугольнiка праведзены вышыня i медыяна.
Знайсцi стасунак катэтаў, калi вышыня i медыяна стасуюцца як 4:5.
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13. У прамавугольным трохвугольнiку катэты стасуюцца як 1:4. Знайсцi стасунак
вышынi i медыяны, якiя выходзяць з прамога вугла.

14. У прамавугольным трохвугольнiку з катэтамi 5 i 12 праведзена бiсектрыса
прамога вугла. Знайсцi тангенс вострага вугла, пад якiм бiсектрыса перасякае
гiпатэнузу.

15. У прамавугольным трохвугольнiку катэты стасуюцца як 3:2. Вышыня,
праведзеная да гiпатэнузы, падзяляе яе на адрэзкi, адзiн з якiх на 2 см даўжэйшы
за другi. Знайсцi даўжыню гiпатэнузы.

16. З вяршынi прамога вугла трохвугольнiка праведзены медыяна i вышыня.
Знайсцi адлегласць памiж асновамi вышынi i медыяны, калi катэты роўныя 6 i 3

√
5.

17. Катэты прамавугольнага трохвугольнiка з гiпатэнузай 40 стасуюцца як 1:3.
Знайсцi вышыню трохвугольнiка, праведзеную да гiпатэнузы.

18. Гiпатэнуза прамавугольнага трохвугольнiка роўная 25, а адзiн з катэтаў
роўны 10. Знайсцi праекцыю другога катэта на гiпатэнузу.

19. У прамавугольным трохвугольнiку з вяршынi прамога вугла праведзены
медыяна 2

√
3 i бiсектрыса

√
2. Знайсцi перыметр трохвугольнiка.

20. У прамавугольным трохвугольнiку з вострым вуглом 30o да гiпатэнузы
праведзена медыяна. Даказаць, што медыяна падзяляе зыходны трохвугольнiк на
роўнастароннi i раўнабедраны трохвугольнiкi.
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Раўнабедраны трохвугольнiк

1. У раўнабедраным трохвугольнiку аснова роўная
16

3
дм, а вышыня, праведзеная

да асновы, роўная 6 дм. Знайсцi даўжыню медыяны да бакавой стараны
трохвугольнiка.

2. У раўнабедраным трохвугольнiку медыяна, праведзеная да бакавой стараны,
роўная 7, а вугал пры вяршынi роўны 120o. Знайсцi аснову трохвугольнiка.

3. У раўнабедраным трохвугольнiку косiнус вугла пры аснове роўны
5

12
. Знайсцi

стасунак асновы да бiсектрысы вугла пры аснове.
4. У роўнастароннiм трохвугольнiку АВС праведзена сярэдняя лiнiя MN,

паралельная старане АС. Праз вяршыню А i сярэдзiну сярэдняй лiнii праведзена
прамая да перасячэння з ВС у пункце D. Знайсцi даўжыню стараны трохвугольнiка,
калi AD =

√
7.

5. Да бакавых старон раўнабедранага трохвугольнiка праведзены вышынi.

Даўжыня адрэзка, канцамi якога з’яўляюцца асновы вышынь, роўная 9
1

3
дм. Знайсцi

аснову трохвугольнiка, калi бакавая старана роўная 18 дм.
6. Да бакавых старон раўнабедранага трохвугольнiка праведзены бiсектрысы.

Аснова трохвугольнiка роўная 12 см. Знайсцi бакавую сторану, калi даўжыня
адрэзка з канцамi ў асновах бiсектрыс роўная 7,2 см.

7. Вугал пры вяршынi раўнабедранага трохвугольнiка роўны 64o. Знайсцi вугал
памiж бiсектрысай знешняга вугла пры аснове i вышынёй, праведзенай з вяршынi
гэтага вугла.

8. У раўнабедраным трохвугольнiку АВС вышыня, праведзеная да асновы АС,
пунктамi К i М падзелена на тры роўныя часткi. У якiм стасунку прамыя СК i СМ
падзяляюць сторану АВ?

9. У раўнабедраным трохвугольнiку медыяна, праведзеная да бакавой стараны,
роўная 5 см. Знайсцi бакавую старану, калi аснова роўная 4

√
2 см.
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10. Знайсцi вышыню раўнабедранага трохвугольнiка з бакавой стараной 5

i косiнусам вугла пры вяршынi роўным − 7

25
.

11. Знайсцi бiсектрысу вострага вугла прамавугольнага раўнабедранага
трохвугольнiка, калi гапатэнуза роўная 4

√
2 см.

12. У раўнабедраным трохвугольнiку вышыня стасуецца да асновы як 3:4, а
бакавая старана роўная 2

√
39 см. Знайсцi аснову трохвугольнiка.

13. Вышыня раўнабедранага трохвугольнiка, праведзеная да бакавой стараны,
роўная 4 см. Знайсцi бакавую старану, калi вугал пры вяршынi трохвугольнiка
роўны 30o.

14. У раўнабедраным трохвугольнiку АВС АВ=ВС=10 см, а аснова
роўная 12 см. Бiсектрысы вуглоў пры аснове перасякаюцца ў пункце К. Знайсцi
даўжыню адрэзка ВК.

15. У раўнабедраным трохвугольнiку з асновай b i бакавой стараной а знайсцi
адлегласць памiж асновамi бiсектрыс вуглоў пры аснове.

16. Аснова раўнабедранага трохвугольнiка
√
32, а медыяна да бакавой

стараны 5. Знайсцi даўжыню бакавой стараны.
17. У роўнастароннiм трохвугольнiку вышыня роўная 6 см. Вызначыць даўжыню

праекцыi гэтай вышынi на другую вышыню.
18. Старана роўнастаронняга трохвугольнiка роўная 10 см. Вызначыць

адлегласць ад пункта перасячэння бiсектрыс да стараны трохвугольнiка.
19. Пункт М ляжыць унутры роўнастаронняга трохвугольнiка АВС. Знайсцi

вышыню гэтага трохвугольнiка, калi АМ=ВМ=2 см, СМ=1 см.
20. Знайсцi вышыню раўнабедаранага трохвугольнiка, калi яго аснова

роўная 12 см, а вышыня, праведзеная да асновы, роўная адрэзку, якi злучае
сярэдзiны асновы i бакавой стараны.
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Адвольны трохвугольнiк

1. Стораны трохвугольнiка маюць даўжынi 16, 18, 26. Знайсцi даўжыню медыяны
да большай стараны.

2. У трохвугольнiку вугал, заключаны памiж старанамi 3 i 9 см, падзелены
напалавiну. Адзiн з адрэзкаў трэцяй стараны роўны адной з дадзеных старон.
Знайсцi трэцюю сторану.

3. У трохвугольнiку АВС са старанамi АВ=6, АС=7, ВС=5 праведзена
вышыня CD. Знайсцi даўжыню адрэзка AD.

4. У трохвугольнiку АВС са старанамi АВ=9, ВС=10, АС=11 праведзена
медыяна АМ. Знайсцi даўжыню медыяны.

5. У трохвугольнiку са старанамi 6 i 8 медыяны, праведзеныя да гэтых старон,
перасякаюцца пад прамым вуглом. Знайсцi даўжыню трэцяй стараны.

6. У трохвугольнiку АВС вышынi, праведзеныя з вяршыняў А i С, перасякаюцца
ўнутры трохвугольнiка i пунктам перасячэння падзяляюцца адпаведна ў стасунках
5:2 i 4:5, лiчачы ад вяршынi. Знайсцi велiчыню вугла В.

7. Стораны трохвугольнiка АВ=15, ВС=12, АС=18. Бiсектрысы СМ i ВК
перасякаюцца ў пункце О. Знайсцi стасунак СО:ОМ.

8. У востравугольным трохвугольнiку АВС вышынi АЕ i СК роўныя 16, 32 i 24,
АК:КВ=10:7. Знайсцi даўжыню стараны ВС.

9. У востравугольным трохвугольнiку АВС АС=8, ВС=5
√
2. Вышынi ВК i АЕ

перасякаюцца ў пункце О так, што АО:ОЕ=3:1 i ВО:ОК=2:3. Знайсцi даўжыню
стараны АВ.

10. У трохвугольнiку АВС ВС=а, АС=b. Знайсцi сторану АВ, калi вугал, якi
ляжыць супраць гэтай стараны, у два разы большы за вугал, якi ляжыць супраць
стараны АС.

11. На старанах АС i ВС трохвугольнiка АВС узяты пункты К i Е так, што
СК:КА=2:3, СЕ:ЕВ=4:3. У якiм стасунку пункт перасячэння адрэзкаў АЕ i ВК
падзяляе адрэзак КВ?
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12. Вышыня, аснова i сума бакавых старон трохвугольнiка роўныя
адпаведна 24, 28 i 56. Знайсцi бакавыя стораны.

13. Даўжынi дзвюх старон востравугольнага трохвугольнiка
роўныя

√
12 см i

√
10 см. Знайсцi даўжыню трэцяй стараны, калi яна роўная

праведзенай да яе вышынi.
14. Аснова трохвугольнiка роўная 20 см а медыяны да бакавых старон роўныя

18 см i 24 см. Знайсцi бакавыя стораны трохвугольнiка.
15. Бiсектрыса вугла трохвугольнiка падзяляе процiлеглую старану на адрэзкi

даўжынёй 4 см i 2 см, вышыня да гэтай стараны роўная
√
15 см. Знайсцi даўжынi

старон трохвугольнiка, калi вядома, што яны выражаюцца натуральнымi лiкамi.
16. У трохвугольнiку АВС ВС=14 см, АС=15 см, АВ=13 см. Знайсцi адлегласць

ад пункта перасячэння вышыняў да вяршынi А.
17. У трохвугольнiку АВС ВС=18 см, АС=15 см, АВ=12 см. Знайсцi даўжыню

бiсектрысы вугла А трохвугольнiка.
18. У трохвугольнiку АВС вугал А удвая большы за вугал В, а даўжынi старон,

процiлеглых гэтым вуглам, адпаведна роўныя 12 см i 8 см. Знайсцi даўжыню трэцяй
стараны трохвугольнiка.

19. Вышыня трохвугольнiка, роўная 2 см, падзяляе вугал трохвугольнiка ў
стасунку 2:1, а аснову трохвугольнiка на часткi, меншая з якiх роўная 1 см. Знайсцi
даўжыню асновы.

20. У трохвугольнiку АВС праведзена вышыня СН. Знайсцi залежнасць памiж
вугламi А i В, калi CH2 = HA ·HB.
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Шматвугольнiкi

1. Бiсектрысы тупых вуглоў пры аснове трапецыi перасякаюцца на другой аснове.
Вышыня трапецыi роўная 12, а бiсектрысы роўныя 15 i 13. Знайсцi большую
старану трапецыi.

2. Сярэдняя лiнiя трапецыi роўная 56 см. Пункт перасячэння дыяганаляў
аддалены ад асноў на 6 i 8 см. Знайсцi асновы трапецыi.

3. У паралелаграме адзiн з вуглоў роўны 120o, а стасунак квадратаў даўжыняў

дыяганаляў роўны
1

3
. Знайсцi стасунак даўжыняў сумежных старон паралелаграма.

4. Даўжынi асноў трапецыi роўныя 20 i 5, даўжыня вышынi роўная 3. Знайсцi
даўжыню вышынi трохвугольнiка, пабудаванага на большай аснове трапецыi
працягам яе бакавых старон.

5. Вуглы пры аснове трапецыi роўныя 40o i 50o. Сярэдняя лiнiя
трапецыi роўная 4, а даўжыня адрэзка, якi злучае сярэдзiны асноў,
роўная 1. Знайсцi большую аснову трапецыi.

6. У трапецыi меншая аснова роўная 2 см, прылеглыя вуглы – па 135o. Вугал
памiж дыяганалямi, якi звернуты да асновы, роўны 150o. Знайсцi сярэднюю лiнiю
трапецыi.

7. Сума вострых вуглоў трапецыi роўная 90o, вышыня роўная 2 см,
а асновы – 12 i 16 см. Знайсцi бакавыя стораны трапецыi.

8. У прамавугольнай трапецыi АВСD вуглы А i D прамыя, АВ i СD – асновы.
АВ=1, СD=4, АD=5. На старане АD узяты пункт М так, што вугал СМD удвая
большы за вугал ВМА. У якiм стасунку пункт М падзяляе старану АD.

9. Даўжыня дыяганалi ВD трапецыi АВСD роўная а, а даўжыня бакавой
стараны АD роўная b. Знайсцi даўжыню асновы СD, калi вядома, што даўжынi
асновы, дыяганалi i бакавой стараны трапецыi, якiя выходзяць з вяршынi С, роўныя
памiж сабою.

10. У трапецыi з асновамi m i n праз пункт перасячэння дыяганаляў праведзена
прамая, паралельная аснове. Знайсцi даўжыню адрэзка прамой, якая заключана
памiж бакавымi старанамi.
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11. У выпуклым чатырохвугольнiку АВСD даўжыня адрэзка, якi злучае
сярэдзiны старон АВ i СD, роўная 1. Прамыя ВС i АD перпендыкулярныя. Знайсцi
даўжыню адрэзка, якi злучае сярэдзiны дыяганаляў АС i ВD.

12. Дадзена раўнабедраная трапецыя АВСD. АD=10, ВС=2, АВ=СD=5.
Бiсектрыса вугла ВАD перасякае працяг асновы ВС у пункце К. Знайсцi даўжыню
бiсектрысы вугла В у трохвугольнiку АВК.

13. У раўнабедранай трапецыi асновы роўныя m i n, а вугал дыяганалi з асновай
роўны α. Знайсцi даўжыню адрэзка, якi злучае пункт перасячэння дыяганаляў з
сярэдзiнай бакавой стараны трапецыi.

14. У паралелаграме са старанамi а i b i вуглом α праведзены бiсектрысы чатырох
вуглоў. Знайсцi перыметр чатырохвугольнiка, абмежаванага бiсектрысамi.

15. У выпуклым чатырохвугольнiку АВСD вуглы пры вяршынях А i В прамыя,
велiчыня вугла пры вяршынi D роўная 45o, ВС=1, даўжыня дыяганалi ВD
роўная 5. Знайсцi перыметр гэтага чатырохвугольнiка.

16. У трапецыi АВСD бакавая старана АВ=4
√
3. Адрэзак АК, дзе К – сярэдзiна

бакавой стараны СD, з’яўляецца бiсектрысай вугла А i АК=4. Знайсцi даўжыню
адрэзка ВК.

17. У паралелаграме з вострым вуглом 45o адлегласць ад пункта перасячэння
дыяганаляў да няроўных старон паралелаграма роўныя

√
2 i 3. Знайсцi перыметр

паралелаграма.
18. У паралелаграма стораны роўныя 5

√
2 i 7

√
2, а меншы вугал памiж

дыяганалямi роўны меншаму вуглу паралелаграма. Знайсцi суму даўжыняў
дыяганаляў паралелаграма.

19. У прамавугольнай трапецыi дыяганалi ўзаемна перпендыкулярныя. Большая
дыяганаль складае з меншай бакавой стараной вугал 60o. Знайсцi даўжыню сярэдняй
лiнii трапецыi, калi даўжыня меншай дыяганалi роўная 6.

20. У квадраце АВСD са стараной 1 на старанах АВ i ВС узяты адпаведна
пункты М i К так, што перыметр трохвугольнiка МВК роўны 2. Знайсцi велiчыню
вугла МDК.
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Метрычныя суадносiны ў акружнасцi

1. З аднаго пункта акружнасцi праведзены дзве хорды даўжынёй 9 i 17 см.
Знайсцi радыюс акружнасцi, калi адлегласць памiж сярэдзiнамi хорд роўная 5 см.

2. Агульная знешняя датычная дзвюх акружнасцяў, якiя датыкаюцца знешнiм
чынам, утварае з лiнiяй цэнтраў вугал 30o. Знайсцi стасунак большага радыюса
да меншага.

3. Шырыня колца, утворанага дзвюма канцэнтрычнымi акружнасцямi,
роўная 8 дм, даўжыня хорды большай акружнасцi роўная 4 м. Знайсцi радыюсы
акружнасцяў, калi хорда датыкаецца меншай акружнасцi.

4. Акружнасцi радыюсамi 8 i 4 см датыкаюцца знешнiм чынам. З цэнтра меншай
акружнасцi праведзены адрэзак даўжынёй 16 см пад вуглом 30o да лiнii цэнтраў.
Знайсцi даўжынi тых частак адрэзка, якiя ляжаць па-за акружнасцямi.

5. Са знешняга пункта да акружнасцi радыюсам 10 см праведзены сякучая
даўжынёй 16 см i датычная. Знайсцi стасунак датычнай да знешняга адрэзка
сякучай, калi сякучая аддалена ад цэнтра на адлегласць 8 см.

6. Дзве акружнасцi радыюсаў
√
2 i 1 см перасякаюцца ў пункце А. Адлегласць

памiж цэнтрамi акружнасцяў роўная 2 см. Хорда АС большай акружнасцi перасякае
меншую акружнасць у пункце В i падзяляецца гэтым пунктам напалавiну. Знайсцi
даўжыню хорды АС.

7. У востры вугал, роўны 60o, упiсаны дзве акружнасцi, якiя датыкаюцца
знешнiм чынам. Радыюс меншай акружнасцi роўны 3 см. Знайсцi радыюс большай
акружнасцi.

8. Дадзены дзве акружнасцi радыюсамi 7 i 14 см, якiя не перасякаюцца. Да
акружнасцяў праведзены агульныя датычныя, якiя перасякаюцца ў пункце А
адрэзка, якi злучае лiнiю цэнтраў i мае даўжыню 14

√
3 см. Знайсцi перыметр фiгуры,

абмежаванай адрэзкамi датычных, заключаных памiж пунктамi дотыку, i большымi
дугамi акружнасцяў, якiя злучаюць пункты дотыку.
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9. Дадзены дзве акружнасцi радыюсамi 5 i 10 см. Да акружнасцяў праведзены
агульныя знешнiя датычныя, якiя перасякаюцца на лiнii цэнтраў у пункце К.
Адлегласць памiж цэнтрамi акружнасцяў роўная 10

√
3 см. Знайсцi перыметр

фiгуры, якая абмежавана адрэзкамi датычных, заключаных памiж пунктамi дотыку,
i маленькiмi дугамi акружнасцяў, якiя злучаюць пункты дотыку.

10. У паўкруг радыюса R упiсаны два кругi, якiя датыкаюцца адзiн аднаго,
паўкруга i яго дыяметра. Знайсцi радыюс упiсанага круга, калi радыюс другога
круга роўны r.

11. Дзве акружнасцi ўпiсаны ў востры вугал 60o i датыкаюцца знешнiм чынам.
Знайсцi адлегласць ад пункта дотыку акружнасцяў да стараны вугла, калi радыюс
большай акружнасцi роўны 23.

12. З пункта С па-за акружнасцю праведзена датычная СА да акружнасцi,
дзе А – пункт дотыку. СА=20 см. Праз цэнтр акружнасцi i пункт С праведзена
прамая, на якую з пункта А апушчаны перпендыкуляр АВ, роўны 12 см. Знайсцi
радыюс акружнасцi.

13. У акружнасцi радыюса
√
3 см з аднаго канца дыяметра праведзена датычная.

А з другога – хорда, якая сцягвае дугу ў 120o. Хорда працягнута да перасячэння з
датычнай. Знайсцi знешнi адрэзак сякучай.

14. З пункта К на акружнасцi праведзены датычная i хорда КА. Вугал памiж
iмi роўны 60o. Знайсцi даўжыню меншай дугi, адсякаемай хордай КА, калi даўжыня
акружнасцi роўная 6.

15. Дадзены дзве акружнасцi, якiя датыкаюцца знешнiм чынам у пункце М.
З пункта К адной акружнасцi праведзены датычная да гэтай акружнасцi, якая
перасякае другую акружнасць у пунктах Р i Т, i прамая КМ, якая перасякае другую
акружнасць у пункце О. Знайсцi даўжыню адрэзка ТО, калi КМ=10 i МО=8.

16. Дзве акружнасцi радыюсамi 16 i 25 датыкаюцца знешнiм чынам. Знайсцi
радыюс акружнасцi, упiсанай у крывалiнейны трохвугольнiк, якi ўтвораны
дадзенымi акружнасцямi i iх агульнай знешняй датычнай.
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17. У акружнасцi радыюса r праведзена хорда, роўная палавiне радыюса. Праз
адзiн канец хорды праведзена датычная да гэтай акружнасцi, а праз другi – сякучая,
паралельная датычнай. Знайсцi адлегласць памiж датычнай i сякучай.

18. Праз канцы дугi акружнасцi, якая ўтрымлiвае 120o, праведзены датычныя
да акружнасцi. Радыюс акружнасцi роўны 5 см. Знайсцi даўжыню акружнасцi,
упiсанай у фiгуру, абмежаваную датычнымi i дадзенай дугой.

19. Дзве акружнасцi радыюсаў 14 i 7 датыкаюцца знешнiм чынам.
З цэнтра меншай акружнасцi пад вуглом 30o да лiнii цэнтраў праведзены адрэзак
даўжынёй 28. Знайсцi даўжыню той часткi адрэзка, якая ляжыць памiж
акружнасцямi.

20. Дзве акружнасцi радыюсаў r1 i r2 датыкаюцца знешнiм чынам. Прамая
перасякае акружнасцi ў пунктах А, В, С i D, так што АВ=ВС=CD. Знайсцi AD.
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Упiсаныя i апiсаныя трохвугольнiкi i чатырохвугольнiкi

1. У прамавугольны трохвугольнiк з перыметрам 36 см упiсана акружнасць.
Пункт дотыку з акружнасцю падзяляе гiпатэнузу ў стасунку 2:3. Знайсцi даўжынi
старон трохвугольнiка.

2. У раўнабедраным трохвугольнiку з вуглом пры аснове 30o даўжыня вышынi,
апушчанай на аснову, на 2 большая за радыюс упiсанай акружнасцi. Знайсцi
даўжыню асновы.

3. Даўжыня катэта i гiпатэнузы прамавугольнага трохвугольнiка роўныя
адпаведна 9 i 15 см. Знайсцi адлегласць памiж цэнтрамi ўпiсанай i апiсанай
акружнасцяў.

4. У трохвугольнiку са старанамi 10 см, 12 см, 18 см праведзена акружнасць,
якая датыкаецца дзвюх меншых старон, а цэнтр знаходзiцца на большай старане.
Знайсцi радыюс акружнасцi.

5. Цэнтр акружнасцi, апiсанай вакол раўнабедранай трапецыi
з асновамi 12 см i 20 см, ляжыць на большай аснове трапецыi. Знайсцi даўжынi
дыяганалi i бакавой стараны.

6. У прамавугольным трохвугольнiку на вышынi, праведзенай да гiпатэнузы, як
на дыяметры пабудавана акружнасць, якая перасякае катэты ў пунктах, аддаленых
ад вяршынi прамога вугла на 12 см i 18 см. Знайсцi даўжынi катэтаў.

7. Даўжынi бакавых старон трапецыi роўныя 6 i 10. Пункт перасячэння
дыяганаляў падзяляе iх у стасунку 5:11. Знайсцi даўжынi асноў трапецыi, калi
вядома, што ў яе можна ўпiсаць акружнасць.

8. У раўнабедраную трапецыю ўпiсана акружнасць радыюса 8 см. Пункт дотыку
падзяляе бакавую старану на адрэзкi, рознасць памiж якiмi роўная 12 см. Знайсцi
даўжыню сярэдняй лiнii трапецыi.

9. У паўакружнасць упiсаны дзве акружнасцi радыюсаў
√
13 i

√
52, якiя

датыкаюцца знешнiм чынам. Знайсцi даўжыню радыюса паўакружнасцi.
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10. Даўжыня стараны ромба АВСD роўная 12, а адлегласць памiж цэнтрамi
акружнасцяў, апiсаных вакол трохвугольнiкаў АВС i ВСD, роўная 16. Знайсцi
радыюс большай акружнасцi.

11. Акружнасцi радыюсаў 6 i 12 з цэнтрамi адпаведна ў пунктах К i М
датыкаюцца знешнiм чынам у пункце С. Да акружнасцяў праведзены агульная
знашняя датычная i агульная ўнутраная датычная. Датычныя перасякаюцца ў
пункце D, а О – пункт дотыку агульнай знешняй датычнай i меншай акружнасцi.
Знайсцi радыюс акружнасцi, упiсанай у чатырохвугольнiк СDОК.

12. Вакол правiльнага трохвугольнiка апiсана акружнасць радыюса 6. На
акружнасцi ўзяты пункт, якi аддалены ад адной з вяршыняў на адлегласць 5.
Знайсцi рознасць адлегласцяў ад дадзенага пункта да дзвюх другiх вяршыняў
трохвугольнiка.

13. У прамавугольным трохвугольнiку з катэтамi 6 i 8 см праведзена медыяна
да гiпатэнузы. Знайсцi адлегласць памiж цэнтрамi акружнасцяў, упiсаных у
трохвугольнiкi, на якiя медыяна падзялiла дадзены трохвугольнiк.

14. У трохвугольнiку АВС АВ=ВС=39 см, АС=30см. Праведзены
вышынi АК i ВЕ. Знайсцi радыюс акружнасцi, якая праходзiць праз
пункты К i Е i датыкаецца стараны ВС.

15. На адрэзку АС даўжынёй 24 см узяты пункт В так, што АВ=8 см.
На АС i на АВ як на дыяметрах пабудаваны акружнасцi. Знайсцi радыюс
акружнасцi, якая датыкаецца дзвюх дадзеных i адрэзка АС.

16. Прамавугольнiк са старанамi 12 i 16 см падзелены дыяганальлю на два
трохвугольнiкi. Знайсцi адлегласць памiж цэнтрамi акружнасцяў, упiсаных у
атрыманыя трохвугольнiкi.

17. Акружнасць датыкаецца дзвюх сумежных старон квадрата i падзяляе
кожную з дзвюх iншых старон на адрэзкi 1 i 17 см. Знайсцi радыюс акружнасцi.

18. У трапецыi АВСD асновы ВС=10, AD=15 i бакавыя стораны АВ=3, СD=4.
Знайсцi радыюс акружнасцi, якая праходзiць праз пункты А i В i датыкаецца
стараны СD.
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19. Акружнасць праходзiць праз вяршынi В, С i D трапецыi АВСD i датыкаецца
бакавой стараны АВ у пункце В. Знайсцi даўжыню дыяганалi ВD, калi асновы
трапецыi роўныя 3 i 12.

20. З пункта М да акружнасцi з цэнтрам О i радыюсам 2 см праведзена
датычная МЕ. Адрэзак ОМ перасякае акружнасць у пункце К i ўтварае з датычнай
вугал 60o. Знайсцi радыюс акружнасцi, упiсанай у крывалiнейны
трохвугольнiк КЕМ.
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Плошчы плоскiх i камбiнаваных фiгур

1. Медыяна трохвугольнiка даўжынёй 6 перпендыкулярная другой медыяне
даўжынёй 9. Знайсцi плошчу трохвугольнiка.

2. У трохвугольнiку АВС медыяна АМ i бiсектрыса ВЕ перпендыкулярныя
i перасякаюцца ў пункце К. Знайсцi плошчу трохвугольнiка АВС, калi плошча
трохвугольнiка МЕК роўная 5см2.

3. Пункт дотыку акружнасцi, упiсанай у прамавугольны трохвугольнiк, падзяляе
гiпатэнузу на адрэзкi даўжынёй m i n. Знайсцi плошчу трохвугольнiка.

4. У трапецыi АВСD з асновамi АD i ВС дыяганалi перасякаюцца
ў пункце О. Плошчы трохвугольнiкаў АОD i ВОС роўныя адпаведна 9 i 4. Знайсцi
плошчу трапецыi.

5. Аснова трохвугольнiка падзяляецца вышынёй на часткi 36 i 14 см.
Перпендыкулярна да асновы праведзена прамая, якая падзяляе плошчу гэтага
трохвугольнiка напалавiну. На якiя часткi гэтая прамая разбiла аснову
трохвугольнiка?

6. Пункт К ляжыць на старане ВС трохвугольнiка АВС, а пункт М –
на працягу стараны АС за пункт А, прычым АМ=АС, ВК:КС=3:4. У якiм
стасунку МК падзяляе плошчу трохвугольнiка АВС?

7. У раўнабедранай трапецыi з асновамi даўжынёй 10 i 26 см дыяганалi
перпендыкулярныя бакавым старанам. Знайсцi плошчу трапецыi.

8. У раўнабедраны трохугольнiк упiсана акружнасць радыюса 7. Вышыня,
праведзеная да асновы, падзяляецца акружнасцю ў стасунку 1:2. Знайсцi плошчу
трохвугольнiка.

9. Стораны трохвугольнiка АВС стасуюцца АВ:ВС:АС=4:5:6. Пункт М, якi
знаходзiцца па-за трохвугольнiкам, аддалены ад старон АС, АВ i ВС адпаведна
на адлегласцi

√
7, 2
√
7 i 3
√
7. Знайсцi перыметр трохвугольнiка.

10. У трапецыi MPQF даўжынi асноў MF i PQ роўныя
адпаведна 24 см i 4 см. Вышыня трапецыi мае даўжыню 5 см. Пункт С падзяляе
бакавую старану на адрэзкi МС i СР. Даўжыня адрэзка МС у тры разы большая
за даўжыню адрэзка СР. Знайсцi плошчу трохвугольнiка CQF.
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11. Сярэдняя лiнiя раўнабедранай трапецыi роўная 5 см i падзяляе трапецыю на
часткi са стасункам плошчаў 7:13. Знайсцi даўжыню вышынi трапецыi, калi вядома,
што ў трапецыю можна ўпiсаць акружнасць.

12. Дыяганалi выпуклага чатырохвугольнiка АВСD роўныя 144 i 42 см. Знайсцi
адлегласць памiж сярэдзiнамi старон АВ i СD, калi плошча чатырохвугольнiка
роўная 3024 см2.

13. Цэнтр упiсанай у трохвугольнiк акружнасцi злучаны з вяршынямi
трохвугольнiка. Атрыманыя трохвугольнiкi маюць плошчы 4, 13, i 15 см2. Знайсцi
перыметр зыходнага трохвугольнiка.

14. У сектар POQ радыюса 6 см з цэнтральным вуглом α упiсаны
прамавугольнiк так, што дзве яго вяршынi ляжаць на дузе сектара, а дзве другiя –
на радыюсах PO i PQ. Знайсцi плошчу прамавугольнiка, калi востры вугал памiж
яго дыяганалямi роўны β.

15. У трохвугольнiку АВС дадзены вострыя вуглы α i β(α > β) пры аснове АС.
Праведзены вышыня ВD i бiсектрыса ВЕ. Знайсцi плошчу трохвугольнiка ВDЕ, калi
плошча трохвугольнiка АВС роўная S.

16. Дадзены прамавугольны трохвугольнiк АВС з катэтамi AB = a,BC = b.
Праз вяршынi В i С праведзена акружнасць радыюсам r, якая перасякае гiпатэнузу
ў пункце Е i катэт у пункце D. Знайсцi плошчу трохвугольнiка АDE.

17. Старана правiльнага трохвугольнiка, упiсанага ў акружнасць, роўная 6.
Вылiчыць плошчу адсякаемага ёю сегмента.

18. У прамавугольным трохвугольнiку гiпатэнуза роўная
√
7 i востры вугал

роўны α. Знайсцi стасунак плошчаў упiсанай i апiсанай акружнасцяў.
19. У трапецыi АВСD з асновамi АD=16 i ВС=9 на працягу ВС узяты пункт М,

што СМ=3,2. У якiм стасунку прамая АМ падзяляе плошчу трапецыi?
20. У прамавугольным трохвугольнiку з вяршынi прамога вугла праведзены

медыяна 2
√
3 см i бiсектрыса

√
2 см. Знайсцi плошчу трохвугольнiка.
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Задачы на пабудову

1. Пабудаваць трохвугольнiк па дзвюх старанах i медыяне да трэцяй стараны.
2. Дадзены дзве акружнасцi i пункт М. Пабудаваць паралелаграм так, каб яго

вяршынi належылi дадзеным акружнасцям, а пункт М з’яўляўся перасячэннем
дыяганаляў паралелаграма.

3. Праз пункт М вугла АВС правесцi прамую так, каб яна адсякала трохвугольнiк
найменшай плошчы, калi вядома, што пункт М не належыць старанам вугла.

4. Пабудаваць трохвугольнiк па старане, рознасцi дзвюх другiх старон i вуглу,
якi заключаны памiж першай стараной i большай з дзвюх другiх старон.

5. Пабудаваць трохвугольнiк па дзвюм старанам i рознасцi процiлеглых вуглоў.
6. Пабудаваць трохвугольнiк па зададзеных сярэдзiнавых перпендыкулярах да

яго старон.
7. У дадзеную акружнасць упiсаць трохвугольнiк, стораны якога паралельны

тром дадзеным прамым.
8. Праз дадзены ўнутры круга пункт правесцi хорду зададзенай даўжынi.
9. Пабудаваць правiльны трохвугольнiк так, каб адной яго вяршыняй

быў пункт Р, другая належыла дадзенай акружнасцi, а трэцяя – дадзенай прамой.
10. Пабудаваць трапецыю па яе дыяганалях, вуглу памiж iмi i адной з старон.
11. Пабудаваць чатырохвугольнiк МРЕК, ведаючы яго стораны i адрэзак АВ,

якi злучае сярэдзiны старон МР i КЕ.
12. Дадзены акружнасцi ω1 i ω2. Правесцi праз дадзены пункт М прамую так,

каб акружнасцi адсякалi на ёй роўныя хорды.
13. Пабудаваць чатырохвугольнiк па вуглах i дыяганалях.
14. Пабудуйце трохвугольнiк па медыянах ma, mb i вуглу С.
15. Пабудуйце трохвугольнiк па старане, процiлегламу вуглу i суме дзвюх

другiх старон.
16. Пабудуйце правiльны трохвугольнiк, вышынi якога перасякаюцца ў дадзеным

пункце, а дзве вяршынi ляжаць на дадзенай акружнасцi.
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17. Пабудуйце квадрат, дзве вяршынi якога ляжаць на дадзенай акружнасцi,
а дыяганалi перасякаюцца ў дадзеным пункце.

18. Пабудуйце трохвугольнiк АВС па старанах АВ i АС i бiсектрысе АК.
19. Дадзены вугал АВС i пункт М унутры яго. Пабудуйце акружнасць,

якая датыкаецца старон вугла i праходзiць праз пункт М.
20. На плоскасцi дадзены пункты А i Е. Пабудуйце ромб АВСМ, калi зададзена

вышыня i пункт Е з’яўляецца сярэдзiнай стараны ВС.
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Геаметрычныя няроўнасцi

1. Дакажыце, што сярод усiх трохвугольнiкаў з фiксаваным паўперыметрам р
найбольшую плошчу мае правiльны трохвугольнiк.

2. Перыметр трохвугольнiка АВС раўны 2р. На старанах АВ i АС узяты
пункты М i N так, што MN||BC i MN датыкаецца ўпiсанай у трохвугольнiк АВС
акружнасцi. Знайсцi найбольшае значэнне даўжынi адрэзка MN.

3. Дадзены вугал АВС i пункт М унутры яго. Правядзiце праз пункт М прамую,
якая адсякае ад дадзенага вугла трохвугольнiк найменшай плошчы.

4. Дадзены вугал АВС i акружнасць унутры яго. Пабудуйце пункт акружнасцi,
сума адлегласцяў ад якога да прамых ВА i ВС найменшая.

5. Дыяганалi выпуклага чатырохвугольнiка АВСD перасякаюцца ў пункце О.
Якую найменшую плошчу можа мець гэты чатырохвугольнiк, калi плошча
трохвугольнiка АОВ роўная 4, а плошча трохвугольнiка СОD роўная 9?

6. Плошча трапецыi роўная 2. Якую найменшую велiчыню можа мець
найбольшая дыяганаль гэтай трапецыi?

7. Унутры акружнасцi з цэнтрам О дадзены пункт А. Знайдзiце пункт М
акружнасцi, для якога вугал ОМА максiмальны.

8. На старане вострага вугла з вяршыняй А дадзены пункт В. Пабудуйце на
другой старане вугла такi пункт Х, што радыюс апiсанай вакол трохвугольнiка АВХ
акружнасцi найменшы.

9. Праз дадзены ўнутры акружнасцi пункт правесцi хорду найменшай даўжынi.
10. Сярод усiх трохвугольнiкаў з зададзенай сумай даўжыняў бiсектрыс

знайдзiце трохвугольнiк з найбольшай сумай даўжынь вышыняў.
11. У якi круг можна ўпiсаць прамавугольнiк найбольшай плошчы з перыметрам,

роўным 56 см?
12. У раўнабедраны трохвугольнiк са старанамi 15, 15 i 18 см упiсаны

паралелаграм найбольшай плошчы так, што вугал пры аснове у iх агульны. Знайсцi
даўжынi старон паралелаграма.
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13. Знайдзiце даўжынi старон прамавугольнiка найбольшай плошчы, упiсанага
у прамавугольны трохвугольнiк са старанамi 18, 24, 30 см i маючага з iм агульны
прамы вугал.

14. Бакавыя стораны трапецыi перпендыкулярныя. Якое найбольшае значэнне
можа мець плошча трохвугольнiка, утворанага дыяганалямi i сярэдняй лiнiяй
трапецыi, калi даўжынi асноў трапецыi роўныя а i b?

15. У раўнабедраны трохвугольнiк з вуглом 120o i даўжынёй асновы 8 см упiсаны
прамавугольнiк, адна са старон якога ляжыць на аснове трохвугольнiка. Знайсцi
даўжынi старон прамавугольнiка найбольшай плошчы.

16. Сума даўжыняў дыяганаляў паралелаграма роўная 16 см. Знайдзiце мiнiмум
сумы квадратаў даўжыняў усiх старон паралелаграма.

17. З усiх прамавугольнiкаў з плошчай 9 дм2 знайсцi той, у якога перыметр
найменшы.

18. Знайсцi даўжынi старон прамавугольнiка найбольшай плошчы, упiсанага
ў прамавугольную трапецыю з даўжынямi асноў 24 см i 8 см i даўжынёй
вышынi 12 см.

19. Пры якiм значэннi даўжынi вышынi прамавугольная трапецыя з вострым
вуглом у 45o i перыметрам 4 см мае найбольшую плошчу?

20. Сума даўжыняў дзвюх старон трохвугольнiка роўная а, а велiчыня вугла
памiж iмi роўная 30o. Якiмi павiнны быць даўжынi старон трохвугольнiка, каб яго
плошча была найбольшай?
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ПЫТАННI ДА ЗАЛIКА

па курсу: “Элементарная матэматыка i ПРЗ” (планiметрыя)
Спецыяльнасць: “Матэматыка i iнфарматыка” 5 семестр

1. Агульныя метады рашэння планiметрычных задач.
2. Каардынатны метад.
3. Вектарны метад.
4. Метад геаметрычных пераўтварэнняў.
5. Цудоўныя пункты i лiнii трохвугольнiка.
6. Асноўныя суадносiны памiж элементамi раўнабедранаго i прамавугольнага

трохвугольнiка.
7. Асноўныя суадносiны памiж элементамi рознастаронняга трохвугольнiка.
8. Прыкметы роўнасцi трохвугольнiкаў.
9. Прыкметы падобнасцi трохвугольнiкаў.
10. Метады доказу геаметрычных няроўнасцяў.
11. Уласцiвасцi i прыкметы чатырохвугольнiкаў.
12. Упiсаныя i апiсаныя трохвугольнiкi.
13. Пазаўпiсаная акружнасць.
14. Адвольнае размяшчэнне акружнасцяў, прамой i акружнасцi.
15. Акружнасць i чатырохвугольнiк.
16. Акружнасць i вуглы.
17. Уласцiвасцi хорд.
18. Датычныя i сякучыя.
19. Плошча трохвугольнiка.
20. Плошча чатырохвугольнiка.
21. Паняцце канструктыўнай задачы. Агульная схема рашэння.
22. Метады рашэння задач на пабудову.
23. Геаметрычныя няроўнасцi.
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24. Тэарэма Чэвы i яе дадаткi.
25. Уласцiвасцi артацэнтра.
26. Акружнасць дзевяцi пунктаў, прамая Эйлера.
27. Тэарэма Менелая.
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ПРЭЗЕНТАЦЫI

1. Каардынатны метад

2. Вектарны метад

3. Надзвычайныя пункты i лiнii трохвугольнiка

4. Ортатрохвугольнiк

5. Задачы на пабудову

6. Акружнасць i прамая Эйлера
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