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Ýëåêòðîííûé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ çàíÿòèé ïî äèñöèïëèíå êîìïîíåíòà ÓÂÎ ¾Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòå-
ìàòèêà è ïðàêòèêóì ïî ðåøåíèþ çàäà÷¿ (ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà). Åãî
ñîäåðæàíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå, óòâåðæäåííîé 30.06.2014 ã., ðåãè-
ñòðàöèîííûé �ÓÄ-34-010-14/ð. äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè 1-02 05 01
Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà.

Äàííûé êîìïëåêñ ìîæåò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïðîâåäåíèè çàíÿ-
òèé ñî øêîëüíèêàìè, ïðîÿâëÿþùèìè èíòåðåñ ê ìàòåìàòèêå, è â ñèñòåìå
ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè.
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Ïðåäèñëîâèå

Äèñöèïëèíà ¾Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòåìàòèêà è ïðàêòèêóì ïî ðåøåíèþ çà-
äà÷¿ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì êîìïîíåíòîì ñèñòåìû ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ
ñïåöèàëüíîñòè 1-02 05 01 ¾Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿, ðàçâèâàþùèì è
çàêðåïëÿþùèì áëîê óìåíèé, ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó êàê ìàòåìàòè÷åñêîé,
òàê è ìåòîäè÷åñêîé ïîäãîòîâêè áóäóùåãî ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè.

Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ ¾Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòåìàòèêà è ïðàê-
òèêóì ïî ðåøåíèþ çàäà÷ (ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà)¿ ðàçðàáîòàí íà îñíî-
âàíèè ó÷åáíîé ïðîãðàììû äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè ¾Ìàòåìàòèêà
è èíôîðìàòèêà¿, óòâåðæäåííîé 30.06.2014 ã., ðåãèñòðàöèîííûé � ÓÄ-
34-010-14/ð.; ñîäåðæèò òåìàòè÷åñêîå ïëàíèðîâàíèå, òðåáîâàíèÿ ê çíàíè-
ÿì ñòóäåíòîâ, îñíîâû òåîðèè, îáðàçöû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷, âîïðîñû
è çàäàíèÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé (ïî âñåì ðàçäåëàì), çàäà÷è äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû (ïî âñåì ðàçäåëàì), ïðèìåðíûå êîíòðîëüíûå
ðàáîòû, âîïðîñû è ïðèìåðíûå çàäàíèÿ ê ýêçàìåíó è èòîãîâûé òåñò.
Öåëü ÓÌÊ ¾Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòåìàòèêà è ïðàêòèêóì ïî ðåøåíèþ çà-

äà÷ (ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà)¿ � ôîðìèðîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé îá îáùèõ
ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ çàäà÷ êàæäîãî èç ðàçäåëîâ øêîëüíîãî êóðñà ìàòå-
ìàòèêè, èõ êîíöåïòóàëüíûõ ðàçëè÷èÿõ è ïðîÿâëåíèÿõ â âèäå êîíêðåò-
íûõ ìåòîäîâ è ïðèåìîâ; îâëàäåíèå îñíîâàìè ìåòîäè÷åñêîé êóëüòóðû â
âîïðîñàõ îáó÷åíèÿ ó÷àùèõñÿ ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ êóðñà ¾Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòåìàòèêà è ïðàêòèêóì
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ïî ðåøåíèþ çàäà÷ (ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà)¿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ
ñëåäóþùèõ çàäà÷:

� ðàçâèòèå è ñîâåðøåíñòâîâàíèå íàâûêîâ ñòóäåíòîâ â òîæäåñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ âûðàæåíèé ïóòåì îáîáùåíèÿ òðàäèöèîííîãî øêîëü-
íîãî ìàòåðèàëà è ðàññìîòðåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ è ìåòîäîâ, â òîì
÷èñëå èñïîëüçóåìûõ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ âûñøåé ìàòåìàòèêè;

� îâëàäåíèå îñíîâíûìè ïîäõîäàìè ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ
(èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé, ãðàôè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, îáîñíî-
âàííîãî ïîäáîðà è ò.ä.);

� îâëàäåíèå ìåòîäàìè ðåøåíèÿ îñíîâíûõ âèäîâ óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ,
è ñèñòåì óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, èõ îáîáùåíèå, ñîâåðøåíñòâîâàíèå è
ðàçâèòèå;

� îçíàêîìëåíèå ñ íåñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ îëèìïèàäíûõ
è ðàçëè÷íûõ êîíêóðñíûõ çàäà÷; çàäà÷ âñòóïèòåëüíûõ èñïûòàíèé â âóçû
â ôîðìå öåíòðàëèçîâàííîãî òåñòèðîâàíèÿ.
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Òàáëèöà 1 ÏÐÈÌÅÐÍÛÉ ÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏËÀÍ äëÿ äíåâíîé
ôîðìû ïîëó÷åíèÿ îáðàçîâàíèÿ

1.1. Ýëåìåíòàðíàÿ àëãåáðà (40 ÷) 40

1.1.1 Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëíàÿ è íåïîëíàÿ
èíäóêöèè. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
1. Ïîíÿòèÿ ïîëíîé è íåïîëíîé èíäóêöèè.
2. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
3. Ðåøåíèå çàäà÷ ìåòîäîì ïîëíîé èíäóêöèè.
4. Èíäóêöèÿ â ãåîìåòðèè.

2

1.1.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
1. ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ñâîéñòâà.
2. Àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèè.
3. Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ è åå ñóììà.

2

1.1.3 Öåëûå, ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Äå-
ëèìîñòü ÷èñåë. Êîðåíü ñòåïåíè n. Àðèôìåòè÷åñêèé
êîðåíü.

4
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1. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë è åãî ñâîéñòâà.
2. Äåëèìîñòü ÷èñåë.
3. Òåîðåìû î äåëèìîñòè.
4. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è åãî ñâîéñòâà.
5. Ïîíÿòèå èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà.
6. Ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà â âèäå äåñÿ-
òè÷íîé äðîáè.

1.1.4 Âûðàæåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè. Ìíîãî÷ëåíû.
1. Ìíîãî÷ëåíû è èõ ñâîéñòâà.
2. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ âû-
ðàæåíèé.
3.Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èððàöèîíàëüíûõ
âûðàæåíèé.
4. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è
ëîãàðèôìè÷åñêèõ âûðàæåíèé íà ìíîæåñòâå.
5. Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâ.

4

1.1.5 ×èñëîâûå íåðàâåíñòâà è èõ ñâîéñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî
íåðàâåíñòâ.
1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà.
2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåðàâåíñòâ.
3. Îñíîâíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ.
4. Çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ.

2
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1.1.6 Óðàâíåíèå. Êîðíè óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ-ñëåäñòâèÿ
è ðàâíîñèëüíûå óðàâíåíèÿ. Òåîðåìû î ðàâíîñèëüíûõ
óðàâíåíèÿõ. Ðåøåíèå ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.
1. Ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíåíèé.
2. Ìåòîäû ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè ðåøå-
íèè óðàâíåíèé (ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè, çàìåíà
ïåðåìåííîé).
3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.
4. Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î êîðíå ïðè ðåøåíèè ðà-
öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.
5. Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè
òîæäåñòâåííîì ïðåîáðàçîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ âûðà-
æåíèé.
6. Çàìåíû ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé.

4

1.1.7 Íåðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííûìè.
1. Îïðåäåëåíèå íåðàâåíñòâà ñ îäíîé ïåðåìåííîé.
2. Òåîðåìû î ðàâíîñèëüíûõ íåðàâåíñòâàõ.
3. Ðåøåíèå ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ.
4. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ïðè ðåøåíèè
íåðàâåíñòâ.
5. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà |a+ b| ≤ |a|+ |b|.
6. Ìåòîä èíòåðâàëîâ ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ.

2
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1.1.8 Èððàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà.
1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è
íåðàâåíñòâ.
2. Ìåòîäû ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
3. Ìåòîäû íåðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
4. Ñïåöèôè÷åñêèå ïðèåìû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

2

1.1.9 Ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.
1. Îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé è
íåðàâåíñòâ, à òàêæå èõ ðåøåíèé.
2. Òåîðåìû î ðàâíîñèëüíîñòè ñèñòåì è èõ äîêàçàòåëü-
ñòâà.
3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ðàöèîíàëüíûõ è èððàöè-
îíàëüíûõ óðàâíåíèé.

2

1.1.10 Òåêñòîâûå çàäà÷è.
1. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â øêîëüíîì êóðñå
ìàòåìàòèêè.
2. Ïðèíöèïû ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
3. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåêñòîâûõ çàäà÷ íà
âñòðå÷íîå äâèæåíèå è äâèæåíèå â îäíîì íàïðàâëå-
íèè.
4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è íà ñîâìåñòíóþ ðà-
áîòó.

4
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1.1.11 Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è ëî-
ãàðèôìè÷åñêèõ âûðàæåíèé.
1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì
ïîêàçàòåëåì.
2. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ëîãàðèôìà.
3. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

2

1.1.12 Ïîêàçàòåëüíûå è ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è
íåðàâåíñòâà.
1. Ïðèåìû ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è ëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ
òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
2. Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ôóíêöèé ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

2

1.1.13 Ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé,
íåðàâåíñòâ è èõ ñèñòåì.
1. Ñèñòåìàòèçàöèÿ è ïîâòîðåíèå ïðèåìîâ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôèêîâ
è ñâîéñòâ ôóíêöèé.
2. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé ïðè ðåøåíèè
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.
3. Èññëåäîâàòåëüñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé
è íåðàâåíñòâ.

2
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1.1.14 Óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè.
1. Ïîíÿòèå óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì è åãî ðåøåíèå.
2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè.
3. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåò-
ðàìè.
4. Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

2

1.1.15 Íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè.
1. Ïîíÿòèå íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðîì è åãî ðåøåíèå.
2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè.
3. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåò-
ðàìè.
4. Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

2

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (2 ÷) 2
Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû ñòóäåíòû äîëæíû çíàòü:

� îñíîâíûå ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâ òîæäåñòâ, íåðàâåíñòâ; ìåòîäû ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ; òåêñòîâûõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷;

� îáùèå ïðèåìû ýâðèñòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé ïðè ðåøåíèè íåñòàí-
äàðòíûõ çàäà÷;

� ñîäåðæàíèå, ôîðìû è ìåòîäû ïîäãîòîâêè ó÷àùèõñÿ ê òåñòèðîâà-
íèþ, îëèìïèàäàì è êîíêóðñàì ïî ìàòåìàòèêå;
óìåòü:

� ïðèìåíÿòü îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ è ãåîìåòðè-
÷åñêèõ çàäà÷;
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� èññëåäîâàòü ôóíêöèè è ïðèìåíÿòü èõ ñâîéñòâà ê ðåøåíèþ óðàâíå-
íèé è íåðàâåíñòâ;

� ïðèìåíÿòü ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðåøåíèè òåê-
ñòîâûõ çàäà÷;

� èñïîëüçîâàòü ýâðèñòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ è ïðèåìû â ðåøåíèè íåñòàí-
äàðòíûõ çàäà÷;

� ðàçðàáàòûâàòü òåñòû, îëèìïèàäíûå çàäàíèÿ äëÿ ðàçíûõ óðîâíåé
èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè â øêîëå.

Íà èçó÷åíèå êóðñà îòâîäèòñÿ 40 ÷àñîâ.
Ïðè îñâîåíèè äèñöèïëèíû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìû è ìåòîäû

àóäèòîðíîé ðàáîòû:
� ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ñ ýëåìåíòàìè ïðîáëåìíîãî îáó÷åíèÿ;
� èñïîëüçîâàíèå ïðåçåíòàöèé,
� ýâðèñòè÷åñêèå áåñåäû (â òîì ÷èñëå âûáîð è îáñóæäåíèå íàãëÿäíî-

ãî ÷åðòåæà, ðàöèîíàëüíîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ çàäà÷è, îôîðìëåíèå ðåøå-
íèÿ),

� èíäèâèäóàëüíàÿ ðàáîòà è ðàáîòà â ãðóïïàõ,
� ðàáîòà ñ ó÷åáíèêàìè è ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèìè ïîñîáèÿìè,
� âûñòóïëåíèÿ ñòóäåíòîâ.
Ôîðìû âíåàóäèòîðíîé ðàáîòû:
� ðàáîòà ñ ëèòåðàòóðîé;
� âûïîëíåíèå çàäàíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.
Èòîãîâûé êîíòðîëü çíàíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ýêçàìåíå.
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Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëíàÿ è íåïîëíàÿ
èíäóêöèè. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

1. Ïîíÿòèÿ ïîëíîé è íåïîëíîé èíäóêöèè.
2. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
3. Ðåøåíèå çàäà÷ ìåòîäîì ïîëíîé èíäóêöèè.
4. Èíäóêöèÿ â ãåîìåòðèè.

Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà � ÷èñëà, âîçíèêàþùèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïðè ñ÷¼òå (êàê â ñìûñëå ïåðå÷èñëåíèÿ, òàê è â ñìûñëå èñ÷èñëåíèÿ).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � ýòî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ïîäõîä
è àêñèîìàòè÷åñêèé.

Ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü çíàêîì N .
Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íàéä¼òñÿ äðóãîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åãî.

Ïîëíàÿ è íåïîëíàÿ èíäóêöèÿ

Â îñíîâå âñÿêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ëåæàò äåäóêòèâíûé
è èíäóêòèâíûé ìåòîäû. Äåäóêòèâíûé ìåòîä ðàññóæäåíèé � ýòî ðàññóæ-
äåíèå îò îáùåãî ê ÷àñòíîìó; ðàññóæäåíèå, èñõîäíûì ìîìåíòîì êîòîðîãî



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 16 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

ÿâëÿåòñÿ îáùèé ðåçóëüòàò, à çàêëþ÷èòåëüíûì ìîìåíòîì � ÷àñòíûé ðå-
çóëüòàò. Èíäóêöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ÷àñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ê
îáùèì, ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì, ïðîòèâîïîëîæíûì äåäóêòèâíîìó.

Èíäóêöèÿ áûâàåò ïîëíîé è íåïîëíîé. Ïîëíîé èíäóêöèåé íàçûâàåòñÿ
ìåòîä ïîäáîðà êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ, èñ÷åðïûâàþùèõ âñå âîçìîæíî-
ñòè.

Ïîëíàÿ èíäóêöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáùåå óòâåðæäåíèå äîêà-
çûâàåòñÿ ïî îòäåëüíîñòè â êàæäîì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ, êîòîðûå
ìîãëè áû ïðåäñòàâèòüñÿ.

Èíîãäà îáùèé ðåçóëüòàò óäàåòñÿ óãàäàòü ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ íå âñåõ,
à äîñòàòî÷íî áîëüøåãî ÷èñëà ñëó÷àåâ � ýòî è åñòü íåïîëíàÿ èíäóêöèÿ.

Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé íåïîëíîé èíäóêöèåé, îñòàåòñÿ, îäíàêî, ëèøü
ãèïîòåçîé, ïîêà îí íå äîêàçàí òî÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì ðàññóæäåíèåì.

Èíûìè ñëîâàìè, íåïîëíàÿ èíäóêöèÿ â ìàòåìàòèêå íå ñ÷èòàåòñÿ ìå-
òîäîì ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà, íî ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ýâðèñòè÷åñêèì ìå-
òîäîì îòêðûòèÿ íîâûõ èñòèí.

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: åñëè ïðåä-
ëîæåíèå èñòèííî ïðè n = p è èç åãî èñòèííîñòè ïðè n = k, ãäå k ≥ p,
ñëåäóåò, ÷òî îíî èñòèííî è ïðè n = k + 1, òî ïðåäëîæåíèå èñòèííî äëè
ëþáîãî n ≥ p.
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Òåîðåìà. Åñëè óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ n = 1 è èç òîãî, ÷òî
îíî âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ k, ãäå k > 1, ñëåäóåò
åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ k, òî îíî âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òåðìèí ¾ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿ ïîÿâèëñÿ âïåðâûå â 1838 ãîäó â
îäíîèìåííîé ñòàòüå äå Ìîðãàíà â Áðèòàíñêîé ýíöèêëîïåäèè. Ýòîò ìå-
òîä âïåðâûå áûë ðàçðàáîòàí â 1665 ãîäó Á. Ïàñêàëåì. Ñåé÷àñ îí øèðî-
êî ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ
òîæäåñòâ, íåðàâåíñòâ è äðóãèõ óòâåðæäåíèé. Ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1) ñîçäàþò áàçó èíäóêöèè (äîêàçûâàþò èëè íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-
þò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (ôîðìóëû) äëÿ n = 1);

2) îñóùåñòâëÿþò èíäóêòèâíûé ïåðåõîä (ïðåäïîëàãàþò ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n = k);

3) äîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ n = k + 1.

à) Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè â çàäà÷àõ íà ñóììè-

ðîâàíèå

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ñïðàâåäëèâà ôîð-
ìóëà 13 + 23 + 33 + . . .+ n3 = n2(n+1)2

4 .
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Ðåøåíèå.

1) ïðè n = 1 ëåâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû ïðèíèìàåò âèä: 13 = 1; ïðàâàÿ
÷àñòü ïðèíèìàåò âèä: 1

2(1+1)2

4 = 1. Çíà÷èò, ïðè n = 1 ôîðìóëà âåðíà;

2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà âåðíà ïðè n = k òî åñòü, âåðíî, ðàâåí-
ñòâî 13 + 23 + 33 + . . .+ k3 = k2(k+1)2

4 ;

3) äîêàæåì, ÷òî ýòà ôîðìóëà âåðíà è ïðè n = k + 1, òî åñòü, âåðíî,
ðàâåíñòâî 13+23+. . .+k3+(k+1)3 = (k+1)2(k+2)2

4 . Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,
÷òî ëåâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(13 + 23 + 33 + ...+ k3) + (k+ 1)3. Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ âûðàæåíèå
â ñêîáêàõ ðàâíî k2(k+1)2

4 , è ïîýòîìó 13 + 3 + . . .+ k3 + (k + 1)3 =

= k2(k+1)2

4 + (k + 1)2 = k2(k+1)2+4(k+1)3

4 = (k+1)2(k2+4k+4)
4 = (k+1)2(k+2)2

4 .

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî 1 ·1!+2 ·2!+3 ·3!+ ...+n ·n! = (n+1)!−1.

Ðåøåíèå.

1) åñëè n = 1, òî 1·1! = (1 + 1)! � 1� âåðíî.

2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n = k,òî åñòü

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + ...+ k · k! = (k + 1)!− 1.
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3) äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n = k + 1, òî åñòü

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + ...+ k · k! + (k + 1)(k + 1)! = (k + 1 + 1)!− 1.

Íà ñàìîì äåëå: (k+ 1)!− 1 + (k+ 1)(k+ 1)! = (k+ 1)!(k+ 1 + 1)− 1 =
= (k + 1)!(k + 2)− 1 = (k + 2)!− 1.
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2 (1)

Ðåøåíèå.

1) Ïðè n = 1, 1 = 12 âåðíî, çíà÷èò, ïðè n = 1 ðàâåíñòâî

1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2 èñòèííî.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ï = k ðàâåíñòâî (1) èñòèííî, ò.å.

1 + 3 + 5 + ...+ (2k− 1) = k2(èñòèííî)

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî âåðíî è ïðè n = k + 1, ò.å.
1 + 3 + 5 + ...+ (2k− 1) + (2k + 1) = (k + 1)2,
(1 + 3 + 5 + ...+ (2k− 1) + (2k + 1) = k2 + (2k + 1) =
k2 + 2k + 1 = (k + 1)2

Èòàê, ïî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè èñòèííîñòü ðàâåíñòâà
(1) äîêàçàíà äëÿ ëþáûõ ï ∈ N.
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Òåîðåìà. Åñëè óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ n = 1 è èç òîãî, ÷òî
îíî âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ k, ãäå k > 1, ñëåäóåò
åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ k, òî îíî âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Çàäà÷à 4. Sn = −1 + 3− 5 + 7− 9 + . . .+ (−1)n(2n− 1)

Ðåøåíèå.
S1 = −1
S2 = −1 + 3 = 2
S3 = −1 + 3− 5 = −3
S4 = −1 + 3− 5 + 7 = 4
Ò.å. ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Sn = (−1)nn
Äîêàæåì ýòî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ò.å. ÷òî
Sn = −1 + 3− 5 + 7− 9 + . . .+ (-1)n(2ï - 1) = (-1)nn

1) Èñòèííîñòü ðàâåíñòâà ïðè ï = 1, 2, 3, 4 óæå óñòàíîâëåíà

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Sk = −1 + 3− 5 + 7 + . . .+ (-1)k(2k � 1) = (�1)k k

È äîêàæåì, ÷òî òîãäà
Sk+1 = −1 + 3− 5 + 7 + . . .+(-1)k(2k - 1) + (-1)k+1 (2k + 1) =
= (-1)k+1 (k + 1)
Â ñàìîì äåëå èìååì
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Sk+1 = Sk + (−1)k+1(2k + 1) = (−1)kk + (−1)k+1(2k + 1) =

= (−1)k+1(−k + 2k + 1) = (−1)k+1(k + 1)

Ïî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå èñòèííî äëÿ ëþáûõ ï ∈ N.

á) Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ê äîêà-

çàòåëüñòâó íåðàâåíñòâ

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè a > b è a, b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,
òî an > bn.

Ðåøåíèå.

Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî: a1 > b1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ak > bk, äîêàæåì, ÷òî òîãäà ak+1 > bk+1. Ïåðåìíîæèâ ïî÷ëåííî íåðà-

âåíñòâà ak > bk è a > b, ïîëó÷èì: ak+1 > bk+1.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî ï ∈ N.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 2n> 2n + 1 íà ìíîæåñòâå íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå.

Ïðè n = 1, n = 2 2n> 2n + 1 - íåâåðíîå íåðàâåíñòâî
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Ïðè n = 3, n = 4, n = 5 2n > 2n+ 1 - èñòèííî.
Âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ëþáîå ÷èñëî n ≥ 3 áóäåò ðåøåíèåì

íåðàâåíñòâà 2n> 2n + 1.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðè n = 3 íåðàâåíñòâî âåðíî 23 > 2 · 3 + 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
2k > 2k + 1, è äîêàæåì, ÷òî òîãäà 2k+1 > 2(k + 1) + 1.
Â ñàìîì äåëå,
2k+1 = 2 · 2k > 2(k + 1) = (2k + 3) + (2k − 1) > 2k + 3 (2k � 1 > 0)
Ñëåäîâàòåëüíî, 2n> 2n + 1 ïðè âñåõ n ≥ 3, ò.å. íà ìíîæåñòâå
{n ∈ N/n ≥ 3}.

â) Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ê çàäà-

÷àì íà äåëèìîñòü

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî
32n+1 + 2n+2 äåëèòñÿ íà 7.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì an = 32n+1 + 2n+2.

1) áàçà èíäóêöèè: åñëè n = 1, òî a1 = 35 äåëèòñÿ íà 7;

2) èíäóêòèâíûé ïåðåõîä: ïóñòü ak äåëèòñÿ íà 7 (ïðåäïîëîæåíèå èí-
äóêöèè);
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3) äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äëÿ n = k + 1.

ak+1=32(k+1)+1 + 2(k+1)+2=32k+1 9 + 2k+2 2 = (32k+1 + 2k+2)9 -7 ·2k+2 =
= 9ak - 7·2k+2. Ïîñëåäíåå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7 , òàê êàê ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ðàçíîñòü äâóõ öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 7. Çíà÷èò, ïðè ëþáîì
íàòóðàëüíîì n ÷èñëî 32n+1 + 2n+2 äåëèòñÿ íà 7.
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç 243 åäèíèö, äåëèòñÿ

íà 243.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 243 = Ç5. Äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäå-
íèå, ÷òî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 3n åäèíèö, äåëèòñÿ íà 3n. Äëÿ n = 1
óòâåðæäåíèå âåðíî (111 äåëèòñÿ íà 3).

Çàìåòèì, ÷òî 111111111 = 111·1001001, è âîîáùå ÷èñëî èç 3n åäè-
íèö ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè, ïðè÷¼ì, âòîðîé ìíîæèòåëü äåëèòñÿ íà
3 (ïî ïðèçíàêó äåëèìîñòè íà 3). Èòàê, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë 111,
111111111 � 3n åäèíèö è êàæäîå ñëåäóþùåå ðàâíî ïðåäûäóùåìó, óìíî-
æåííîìó íà ÷èñëî, êðàòíîå òð¼ì. Ïîýòîìó, åñëè 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

3n−1

äåëèòñÿ ía 3n−1,

òî 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
3n

äåëèòñÿ íà 3n. Òåïåðü èíäóêöèÿ î÷åâèäíà.

Çàäà÷à 9. Äîêàçàòü, ÷òî (11n+2 + 122n+1) ... 133

Ðåøåíèå.
Ïðè n = 1 èìååì:
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113 + 123 = (11 + 12)(112 − 11 · 12 + 122) = 23 ·12
...133

Ýòî îçíà÷àåò èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðè n = 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå èñòèííî ïðè n = k, ò.å.

(11k+2 + 122k+1)
...133

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà èñòèííî è ïðè n = k + 1, ò.å., ÷òî

(11k+3 + 122k+3)
...133;

11k+3 + 122k+3 = 11 · 11k+2 + 122 · 122k+1) =

= 11 · 11k+2 + (11 + 133)122k+1 =

= 11 · 11k+2 + 11 · 122k+1 + 133 · 122k+1 =

= 11(11k+2 + 122k+1) + 133 · 122k+1

Ïîëó÷åííàÿ ñóììà äåëèòñÿ íà 133, ò.ê.
11 (11k+2 + 122k+1) ... 133 è 133 ·122k+1... 133, ò.å. óòâåðæäåíèå èñòèííî

è ïðè n = k + 1.
Ïî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî

äëÿ âñåõ ï ∈ N.

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ çà-
ìå÷àòåëüíóþ òåîðåìó. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ï ∈ N ÷èñëî n2 − n
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÷åòíîå. Â ñàìîì äåëå, n2 � n = n (n � 1), à èç äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë n � 1, n îäíî îáÿçàòåëüíî ÷åòíîå, çíà÷èò èõ ïðîèçâåäåíèå
� ÷åòíîå ÷èñëî. Äàëåå íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî (n3 � n) ... 3, ò.ê.

n3 � n = n(n � 1) (n + 1) = (n � 1) n (n + 1), à èç òðåõ ïîäðÿä èäóùèõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îäíî îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà 3.

Èòàê: (n2 � n) ... 2
(n3 � n) ... 3
Âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî (nm � n) ... m, íî óæå ïðè m = 4,
m = 3 óòâåðæäåíèå îïðîâåðãàåòñÿ, ò.ê. 34 � 3 íå äåëèòñÿ íà 4. Â òî

æå âðåìÿ ïðè m = 5, óòâåðæäåíèå ñíîâà ñïðàâåäëèâî (n5 � m) ... 5.
Èòàê: äëÿ ëþáîãî ï ∈ N è ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, (np − n)

...p.
Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà.

Çàäà÷à 10. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî 52n+1 + 1
... 6.

Ðåøåíèå.
1) Ïðè n = 1, 52·1+1 + 1 = 53 + 1 = 126

... 6

2) Åñëè n=k èìååì 52k+1 + 1 ... 6, òî äîêàæåì ïðè n = k + 1.

52(k+1)+1 + 1 = 52k · 53 + 1 = 25 · 52k+1 + 1 =

= (24 + 1) · 52k+1 + 1 =

= 24 · 52k+1 + 52k+1 + 1
... 6
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Ò.ê. êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà 6, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèíöèïó ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ ï ∈ N.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n öåëîå
÷èñëî = −n3 − 17n+ 12 äåëèòñÿ íà 6.

Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè.

Ïðè n = 1 ÷èñëî = −6, äåëèòñÿ íà 6 � óòâåðæäåíèå âåðíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî ïðè n = k, òî åñòü,

÷èñëî −k3 − 17k + 12 äåëèòñÿ íà 6.
Äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî ïðè n = k + 1, òî åñòü
−(k+ 1)3− 17(k+ 1) + 12 äåëèòñÿ íà 6. Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå âûðà-

æåíèå (âîçâåäåì â êóá, ðàñêðîåì ñêîáêè, ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå
è ïåðåãðóïïèðóåì). Ïîëó÷èì: (−k3−17k+12)−3k(k+1)−18. Ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè âûðàæåíèå â ïåðâûõ ñêîáêàõ äåëèòñÿ íà 6 (ñì.
âûøå). k(k + 1) äåëèòñÿ íà 2 (ýòî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ îäíî îáÿçàòåëüíî ÷åòíîå), çíà÷èò, 3k(k+1)äåëèòñÿ
íà 6. ×èñëî 18 òàêæå äåëèòñÿ íà 6. Åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà
íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, òî èõ ñóììà òîæå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî, óòâåð-
æäåíèå çàäà÷è âåðíî ïðè n = k + 1.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, öåëîå ÷èñëî
a = −n3 − 17n+ 12 äåëèòñÿ íà 6 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
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ã) Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äëÿ èçó-

÷åíèÿ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Äëÿ âûâîäà ôîðìóëû n-ãî ÷ëåíà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè çàìå-
÷àåì, ÷òî à2 = à1 + d,

à3 = à2 + d = à1 + 2d;
à4 = à3 + d = à1 + 3d
Ýòî ïîçâîëèëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n èñòèííî ðà-

âåíñòâî àn = à1 + d (n � 1).
Äîêàæåì ýòî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðè n = 1 îíî èñòèííî à1 = à1 + d (1 � 1)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî èñòèííî ïðè n = k, ò.å.
àk = à1 + d (k � 1) è äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî èñòèííî è ïðè
n = k + 1, ò.å. ak+1 = a1 + d(k + 1− 1) = a1 + dk

ak+1 = ak + d = a1 + d(k − 1) + d = a1 + dk

Ïî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ðàâåíñòâî èñòèííî äëÿ âñåõ
ï ∈ N.

Äîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè âûâîäèò-
ñÿ ôîðìóëà ñóììû Sn ïåðâûõ ÷ëåíîâ n ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè b1,
b2, b3, . . . , bn, . . . ;

Sn = b1 + b2 + b3 + . . . + bn
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Äîêàæåì, ÷òî ïðè q 6= 1,

Sn=
b1(q

n − 1)

q−1

Ïðè n = 1 èìååì S1=
b1(q

1−1)
q−1 =b1 ðàâåíñòâî âåðíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n = k

Sk=
b1(q

k − 1)

q−1

è äîêàæåì, ÷òî òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî è ïðè n = k + 1.

Sk+1=
b1(q

k+1 − 1)

q−1

Sk+1=Sk+bk+1=
b1(q

k − 1)

q−1
+b1q

k =

=
b1q

k − b1 + b1q
k+1 − b1qk

q−1
=
b1(q

k+1 − 1)

q−1

Ïî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî
èñòèííî ïðè âñåõ n ∈ N .

Çàäà÷à 12. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè
óñëîâèÿìè: à0 = 2, à1 = 3, àn+1 = 3àn� 2àn−1
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Íàéòè Sn.

Ðåøåíèå.

à2 = 3à1 - 2à0 = 3·3− 2 · 2 = 5,

à3 = 3à2 - 2à1 = 3·5− 2 · 3 = 9,

à4 = 3à3 - 2à2 = 3·9− 2 · 5 = 17,

Çàìå÷àåì, ÷òî à2 = 22 + 1,
à3 = 23 + 1,
à4 = 24 + 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àn = 2n + 1. Äîêàæåì ýòî

óòâåðæäåíèå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðè n = 1, à1 = 21 + 1 = 3
Åñëè ïðè n = k, àk = 2k + 1 èñòèííî, òî äîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ

è ïðè n = k + 1.
àk+1 = 2k+1 + 1
àk+1 = 3àk � 2 àk−1 =3(2k + 1) � 2(2k−1 +1) =

= 3 · 2k + 3− 2 · 2k−1 − 2 = 3 · 2k + 3− 2k − 2 =

= 2k(3− 1) + 1 = 2k+1 + 1

Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè âñåõ ï ∈ N.
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ä) Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äëÿ èçó-

÷åíèÿ ñâîéñòâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Çàäà÷à 13. Ðåøèì çàäà÷ó î ÷èñëå ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà X.

Åñëè ìíîæåñòâî X íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà, òî ýòî ìíîæåñòâî
X èìååò òîëüêî îäíî ïîäìíîæåñòâî: Ø.

Åñëè X ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, ò.å. X = {à}, òî îíî èìååò äâà
ïîäìíîæåñòâà: Ø è {à}.

Äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî X = {à, b} ñîäåðæèò 4 ïîäìíîæåñòâà:
Ø, {à}, { b}, {à, b}. Òðåõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî X = {à, b, ñ} èìååò 8
ïîäìíîæåñòâ: Ø, {à}, {b}, {ñ}, {à, b}, {à, ñ}, {b, ñ}, {à, b, ñ}.

Èòàê, S(n) � ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ n � ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, òî
S(0) = 1, S(1) = 2, S(2) = 4, S(3) = 8.
Çàìåòèì, ÷òî 20 = 1, 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8.

Ýòî íàáëþäåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ: ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ n � ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî 2n.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðè n = 1 èñòèííîñòü äîêàçàíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå

ñïðàâåäëèâî ïðè n = k, òîãäà óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
n = k + 1, ò.å. ÷òî ëþáîå (k + 1) � ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî èìååò 2k+1

ïîäìíîæåñòâ. Íî òîãäà îáùåå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ðàâíî
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2k + 2k = 2k+1.
Îòñþäà ïî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äåëàåì âûâîä î ñïðà-

âåäëèâîñòè íàøåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëþáîãî ï ∈ N.

å) Èíäóêöèÿ â ãåîìåòðèè

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íàõîäèò ïðèìåíåíèÿ è â ãåîìåòðèè.

Çàäà÷à 14. Äîêàæåì, ÷òî ï ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé,
äåëÿò åå íà ï + 1 èíòåðâàëîâ (èç êîòîðûõ äâà èíòåðâàëà áåñêîíå÷íû).

Ðåøåíèå.

Ïðè ï = 1 ýòî óòâåðæäåíèå èñòèííî, òàê êàê îäíà òî÷êà äåëèò ïðÿìóþ
íà 1 + 1 = 2 èíòåðâàëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî èñòèííî ïðè ï = k, ò. å.
÷òî ëþáûå k ðàçëè÷íûõ òî÷åê äåëÿò ïðÿìóþ íà (k + 1) èíòåðâàëîâ.

Âîçüìåì òåïåðü íà ïðÿìîé k + 1 òî÷êè À1, À2, ..., Àk+1. Åñëè îòáðî-
ñèòü òî÷êó Àk+1, îñòàíåòñÿ k òî÷åê, äåëÿùèõ ïðÿìóþ íà k + 1 èíòåðâà-
ëîâ. Òî÷êà Àk+1 ëåæèò íà îäíîì èç ýòèõ èíòåðâàëîâ è äåëèò åãî â ñâîþ
î÷åðåäü íà äâà èíòåðâàëà. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå
äåëÿò ïðÿìóþ k + 1 òî÷åê, ðàâíî (k + 1) + 1 = k + 2.

Èòàê, íàøå óòâåðæäåíèå èñòèííî ïðè n = 1, à èç åãî èñòèííîñòè ïðè
n = k âûòåêàåò, ÷òî îíî èñòèííî è ïðè n = k + 1. Òåì ñàìûì äîêà-

çûâàåò, ÷òî îíî èñòèííî ïðè âñåõ ï ∈ N.
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Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Åñëè ïðåäëîæåíèå (n), çàâèñÿùåå îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, èñòèí-
íî äëÿ n = 1 è èç òîãî, ÷òî îíî èñòèííî äëÿ n = k (ãäå k-ëþáîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî), ñëåäóåò, ÷òî îíî èñòèííî è äëÿ ñëåäóþùåãî ÷èñ-
ëà n = k+ 1, òî ïðåäïîëîæåíèå (n) èñòèííî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ áûâàåò íóæíî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåêîòîðîãî
óòâåðæäåíèÿ íå äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à ëèøü äëÿ n > p, ãäå
p-ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíöèï ìàòåìàòè-
÷åñêîé èíäóêöèè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè ïðåäëîæåíèå (n) èñòèííî ïðè n = p è åñëè èç èñòèííîñòè
(k)ñëåäóåò èñòèííîñòü (k + 1) äëÿ ëþáîãî k > p, òî ïðåäëîæåíèå (n)
èñòèííî äëÿ ëþáîãî n > p.

Çàäà÷à 15. Äîêàçàòü, ÷òî 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2

Ðåøåíèå.

1) Èìååì n = 1 = 12. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n = 1,
ò.å. (1) èñòèííî.

2) Äîêàæåì, ÷òî èç èñòèííîñòè (k)ñëåäóåò èñòèííîñòü A(k + 1).



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 33 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Ïóñòü k -ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ïóñòü óòâåðæ-äåíèå ñïðàâåäëèâî
äëÿ n = k, ò.å. 1 + 3 + 5 + ...+ (2k − 1) = k2.

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëåäóþùåãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà n = k + 1, ò.å. ÷òî 1 + 3 + 5 + ...+ (2k + 1) = (k + 1)2.

Â ñàìîì äåëå,
1 + 3 + 5 + ...+ (2k − 1) + (2k + 1) = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.
Èòàê, èç èñòèííîñòè (k) ñëåäóåò èñòèííîñòü (k + 1). Íà îñíîâàíèè

ïðèíöèïà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå (n)
èñòèííî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 1
Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Êàêèå ÷èñëà íàçûâàþò íàòóðàëüíûìè?

2. Íàçîâèòå âàæíåéøèå îñîáåííîñòè äåéñòâèé íàä íàòóðàëüíûìè ÷èñ-
ëàìè.

3. Ñóòü ïîíÿòèÿ ïîëíîé è íåïîëíîé èíäóêöèè.

4. Â ÷åì ñóòü ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè?

5. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåòîäîì ïîëíîé èíäóêöèè.

6. Êàê èñïîëüçóþò èíäóêöèþ â ãåîìåòðèè?

7. Äîêàæèòå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî 1 + 3 + 5 + 7 +
. . .+ (2n+ 1) = (n+ 1)2.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1 + (1/22) + (1/32) + · · ·+ (1/(k + 1)2) < 1, 7− (1/k + 1).

9. Äîêàæèòå, ÷òî 1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn = (xn+1 − 1)/(x− 1).

10. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî äèàãîíàëåé âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà ðàâíî

n(n− 3)/2.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

12 + 22 + 32 + . . .+ n2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

13 + 23 + 33 + . . .+ n3 = n2(n+ 1)2/4.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ((23 + 1)/(23 − 1)) · ((33 + 1)/(33 − 1)) · . . . ·
·((n3 + 1)/(n3 − 1)) = 3n(n+ 1)/2(n2 + n+ 1), ãäå n > 2.

4. Äîêàæèòå, ÷òî 13−23+33−43+ . . .+(2n−1)3−(2n)3 = −n2(4n+3)
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

5. Äîêàæèòå, ÷òî (12/1 · 3) + (22/3 · 5) + · · ·+ (n2/(2n− 1) · (2n+ 1)) =

= n(n+ 1)/2(2n+ 1) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

6. Äîêàæèòå, ÷òî 7n − 1 äåëèòñÿ íà 6 áåç îñòàòêà ïðè ëþáîì n.

7. Äîêàæèòå, ÷òî 33n−1 + 24n−3 ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì n äå-
ëèòñÿ íà 11.

8. Äîêàæèòå, ÷òî 112n -1 ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì n äåëèòñÿ íà
6 áåç îñòàòêà.
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9. Äîêàæèòå, ÷òî 33n+3 -26n-27 ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì n äå-
ëèòñÿ íà 262.

10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n > 2 è x > 0, òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(1 + x)n > 1 + nx.

11. Äîêàæèòå , ÷òî ïðè n > 6 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 3n >n · 2 n+1 .
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1. ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ñâîéñòâà.
2. Àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèè.
3. Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è åå ñóììà.

Ôóíêöèè, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë èëè åãî ÷àñòüþ, íàçûâàþòñÿ ÷èñëîâûìè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè. ×èñëà, çàïèñàííûå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáû÷íî èõ îáîçíà÷àþò òàê: à1, à2, . . . àn, . . . , ãäå èí-
äåêñ 1, 2, 3,. . . óêàçûâàåò íà ïîðÿäêîâûé íîìåð êàæäîãî ÷ëåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Îáùèé âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè - (an) èëè a1,a2,a3,...,an,....;
an íàçûâàåòñÿ îáùèì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè n-ûì ÷ëåíîì. Ó
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñåäüìîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ýòî a7=7.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçìîæíî çàäàòü, óêàçàâ âñå å¼ ÷ëåíû èëè óêàçàâ
îáùóþ ôîðìóëó. Ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, êàê íàéòè ëþáîé ÷ëåí ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, åñëè èçâåñòåí ïîðÿäêîâûé íîìåð n.

Íàïðèìåð, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãäå îáùàÿ ôîðìóëà an=5n, íàïè-
ñàòü à) ïåðâûå ÷åòûðå ÷ëåíà; á) äâàäöàòûé ÷ëåí.

Ðåøåíèå.

à) Åñëè n = 1, òî âìåñòî n â ôîðìóëó ïîäñòàâëÿåòñÿ 1:
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a1=5·1=5; a2=5·2=10; a3=5·3=15; a4=5·4=20.

á) Åñëè n = 20, òî âìåñòî n â ôîðìóëó ïîäñòàâëÿåòñÿ 20: a20=5·20=100.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî çàäàâàòü ñëîâåñíî; àíàëèòè÷åñêè (óêà-
çàíà ôîðìóëà n-ãî ÷ëåíà); ðåêóððåíòíî (óêàçûâàþò ïðàâèëî, ïîçâîëÿ-
þùåå âû÷èñëèòü n-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè èçâåñòíû å¼ ïðåäû-
äóùèå ÷ëåíû); ãðàôè÷åñêè.

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü - ÷àñòíûé ñëó÷àé ÷èñëîâîé ôóíêöèè,
ïîýòîìó íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé ìîæíî ïåðåíåñòè è íà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîãî
n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî an<an + 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîãî
n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî an > an + 1.

Âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ìî-
íîòîííûìè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, åñëè ñóùå-
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ñòâóåò òàêîå ÷èñëî M∈R, ÷òî an≤M. Ïðè ýòîì ÷èñëî M íàçûâàåòñÿ âåðõ-
íåé ãðàíèöåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñíèçó, åñëè ñóùåñòâó-
åò òàêîå ÷èñëî m∈R, ÷òî an≥m. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà îäíîâðå-
ìåííî îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó.

Îïðåäåëåíèå. Àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷èñåë {an}, n ∈ N ,êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî,
ðàâåí ïðåäûäóùåìó ÷ëåíó, ñëîæåííîìó ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì d, ò.å.

an+1 = an + d, n ∈ N. (1)

×èñëî d íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ÷èñëî
a1 - ïåðâûì ÷ëåíîì, à an - n-ûì ÷ëåíîì ( èëè îáùèì ÷ëåíîì ).

Ïðè ëþáîì n≥2 èìååì:
an+1− an = d, an− an−1 = d, (2)

ïîýòîìó äëÿ n≥2 èìååì:

an =
a n−1 +an+1

2
(3)
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ò.å., êàæäûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî,
ðàâåí ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ïðåäøåñòâóþùåãî è ïîñëåäóþùåãî
÷ëåíîâ.

Äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè {an} ñ ïåðâûì ÷ëåíîì a1 è ðàçíî-
ñòüþ d åå n-ûé ÷ëåí ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

an = a1 +(n− 1) · d, n∈N. (4)

Òàêæå èìååò ìåñòî ôîðìóëà

an =
a n−k +an+k

2 , 1≤ k ≤ n− 1, k,n∈ N. (5)

Ò.å., ëþáîé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî,
ðàâåí ïîëóñóììå ðàâíîîòñòîÿùèõ îò íåãî ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè.

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

am + an = ak + al, åñëè m+ n = k + l. (6)

Ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

Sn = a 1 +an
2 · n (7)

Îïðåäåëåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷èñåë {bn}, n∈N, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî,
ðàâåí ïðåäûäóùåìó ÷ëåíó, óìíîæåííîìó íà îäíî è òî æå ïîñòîÿííîå
äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëî q 6=0, ò. å.,
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bn+1 = bn · q (8)

×èñëî q íàçûâàåòñÿ çíàìåíàòåëåì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ÷èñ-
ëî b1 - åå ïåðâûì ÷ëåíîì, à bn - n-ûì ( èëè îáùèì) ÷ëåíîì.

Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èìååì:
bn
bn−1

= bn+1

bn
= q, ïîýòîìó

b2n = bn−1 · bn+1 (9)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k,l,m,n èìåþò ìåñòî ôîðìóëû:

bm · bn = bk · bl, åñëè m+ n = k + l (10)

b2n = bn−k · bn+k, åñëè 1≤ k ≤ n− 1 (11)

ò.å., êâàäðàò ëþáîãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî
âòîðîãî, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ðàâíîîòñòîÿùèõ îò íåãî ÷ëåíîâ ïðîãðåñ-
ñèè.

Ñóììà n ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Sn = b1 ·1−q
n

1−q (12)

Îïðåäåëåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî óáû-
âàþùåé, åñëè åå çíàìåíàòåëü q ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ |q| < 1.
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Â ýòîì ñëó÷àå ñóììà áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: S = b1

1−q .

Çàäà÷à 1. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè íàéòè a10, åñëè
a25− a20 = 10, à a16 = 13.

Ðåøåíèå. Ò.ê. a25 = a1 + 24d, a20 = a1 + 19dè a16 = a1 + 15d, òî
çàïèøåì äàííûå çàäà÷è â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé:{

(a1 + 24d)− (a1 + 19d) = 10

a1 + 15d = 13.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì a1 = −17,d = 2. Ïîýòîìó

a16 = a1 + 15d = −17 + 30 = 13 .

Îòâåò: a16 = 13.

Çàäà÷à 2. Ìîãóò ëè ÷èñëà 10, 25 è 40 â óêàçàííîì ïîðÿäêå áûòü
÷ëåíàìè àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè?

Ðåøåíèå. Ò.ê. â óñëîâèè íå ñêàçàíî, ÷òî ýòè ÷èñëà � ïîñëåäîâàòåëü-
íûå ÷ëåíû ïðîãðåññèè, òî áóäåì ñ÷èòèàòü, ÷òî a1 = 10, am = 25, an = 40,
ãäå 1<m<n. Äëÿ ýòîé ïðãðåññèè èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
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{
25 = 10 + d · (m− 1),

40 = 10 + d · (n− 1)

ãäå d - ðàçíîñòü ïðãðåññèè. Èñêëþ÷àÿ èç ýòîé ñèñòåìû d, ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå íàòóðàòüíûå ÷èñëà m è n:

m− 1

n− 1
=

1

2
.

Ïîëàãàÿ, íàïðèìåð, m=2, ïîëó÷èì, ÷òî n=3, d=15 , ò.å., ÷èñëà m
è n�íàòóðàëüíûå è ìîãóò ÿâëÿòüñÿ íîìåðàìè ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåñèè.

Îòâåò: ×èñëà 10, 25 è 40 ìîãóò áûòü ÷ëåíàìè àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè.

Çàäà÷à 3. Íàéòè êîëè÷åñòâî âñåõ òðåõçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
äåëÿùèõñÿ íà 7 áåç îñòàòêà.

Ðåøåíèå. Íàèìåíüøèì òðåõçíà÷íûì ÷èñëîì, äåëÿùèìñÿ áåç îñòàò-
êà íà 7, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 105, íàèáîëüøèì � ÷èñëî 994. Âñå òðåõçíà÷íûå
÷èñëà, äåëÿùèåñÿ áåç îñòàòêà íà 7, îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ ñ a1 = 105, d = 7, an = 994 . Íàéäåì n ïî ôîðìóëå îáùåãî ÷ëåíà:

994 = 105 + 7(n− 1) , îòñþäà n = 128.



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 44 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Îòâåò: Âñåãî èìååòñÿ 128 òðåõçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõ-
ñÿ áåç îñòàòêà íà 7.

Çàäà÷à 4. Ñóììà ïåðâûõ òðåõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
ðàâíà 91. Åñëè ê ýòèì ÷ëåíàì ïðèáàâèòü, ñîîòâåòñòâåííî, 25, 27 è 1, òî
ïîëó÷àòñÿ òðè ÷èñëà, îáðàçóþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéòè
ñåäüìîé ÷ëåí äàííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ èìååì òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíà ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè: b1, b2 = b1 · q, b3 = b1 · q2. Ñîñòàâèì ïåðâûå òðè ÷ëåíà
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè: a1 = b1 + 25,a2 = b1 q+ 27, a3 = b1 q

2 + 1.
Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:{

b1 + b1 q+ b1 q
2 = 91,

a2 = a 1 +a3
2

èëè,

{
b1(1 + q+ q2) = 91,
b 1 +25+b 1 q

2 +1
2 = b1 q+ 27{

b1(1 + q + q2) = 91,

b1 (q2−2q + 1) = 28 .

Ðàçäåëèì îäíî óðàâíåíèå ñèñòåìû íà äðóãîå, çàòåì ïåðåìíîæèì êðàé-
íèå ñ ñðåäíèå ÷ëåíû ïðîïîðöèè, ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû è ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

63q2−210q + 63 = 0
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Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå è ïîëó÷èì, ÷òî q1 = 3, q2 = 1
3 . Ïîäñòàâèì ýòè

çíà÷åíèÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé è íàéäåì b1 = 7, èëè b1 = 63.
Íàéäåì b7 = 7 · 36 = 5103èëè b7 = 63

36
= 7

81 .

Îòâåò: b7 = 5103 èëè b7 = 7
81 .

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ñóììó âñåõ öåëûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ îò 30 è äî 80
âêëþ÷èòåëüíî.

Ðåøåíèå. Ñóììà âñåõ öåëûõ ÷èñåë îò 30 è äî 80 âêëþ÷èòåëüíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ãäå à1 = 30,
ðàçíîñòü d = 1, à êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ n = 51.
S51 = 30+80

2 · 51 = 2805

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 22·24·26·...·22n=(0,125)−10.

Ðåøåíèå. 22·24·26·...·22n=22+4+6+...+2n.
(0, 125)−10 = (18)−10 = 810 = 230

Ïîëó÷èëè: 22+4+6+...+2n=230 ⇔ 2 + 4 + 6 + ...+ 2n = 30.
Â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñóììà n ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè, ãäå 1 = 2, à d = 2. Ïî ôîðìóëå ñóììû ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè èìååì: 2+2n

2 · n = 30⇔ n2 + n− 30 = 0;n1 = −6, n2 = 5.

n1 = −6 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ò.ê. n îòðèöàòåëüíûì áûòü íå
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ìîæåò.
n2 = 5 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

Îòâåò: n = 5.

Çàäà÷à 7. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïÿòûé ÷ëåí ðàâåí 2, âîñü-
ìîé ðàâåí 16. Íàéòè ñóììó ïåðâûõ äåñÿòè ÷ëåíîâ.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü (bn) � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî b5 = 2. Ïî

ôîðìóëå n � ãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè b5 = b1q
4 = 2. Àíà-

ëîãè÷íî b8 = b1q
7 = 16. Ïîäåëèâ âòîðîå ðàâåíñòâî íà ïåðâîå, ïîëó÷èì

q3 = 8, ò.å. q = 2.
Ïîäñòàâèâ q = 2 â ïåðâîå ðàâåíñòâî, íàéä¼ì b1:
b1 = 2

24 = 1
8

Ïî ôîðìóëå
Sn = b1(1−qn)

1−q
ïîëó÷èì:

S10 =
1
8 ·(1−2

10)

1−2 = 1023
8 = 1277

8

Îòâåò: 1277
8 .

Çàäà÷à 8. Çàïèñàòü ÷èñëî 0,6222. . . îáûêíîâåííîé äðîáüþ.
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì ÷èñëî 0,6222. . . â âèäå ñóììû:
0, 6222. . . = 0, 6 + 0, 02 + 0, 002 + 0, 0002 + . . ., 0, 02 + 0, 002 + 0, 0002 +

. . . - ñóììà ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè,
êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
S = b1

1−q
ãäå b1 = 0, 02; q = 0, 1.
0, 6222 · · · = 0, 6 + 0,02

1−0,1 = 3
5 + 1

45 = 28
45 .

Îòâåò: 28
45 .
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 2
Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. ×òî íàçûâàþò ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ?

2. Ñôîðìóëèðóéòå îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

3. ×òî íàçûâàþò àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé?

4. ×òî íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé?

5. Çàïèøèòå îñíîâíûå ôîðìóëû àðèôìåòè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè.

6. Äîêàæèòå ôîðìóëû (5), (6), (10), (11).

7. Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ è åå ñóììà.

8. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè 10,3; 8,5; . . . .

9. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè a10=-23 . Íàéòè a3 + a17.

10. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè a5 + a9=-20. Íàéòè a7.

11. Ïðîèçâåäåíèå äåâÿòè ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâ-
íî 16

√
2. Êàêîé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ìîæíî íàéòè íà

îñíîâàíèè ýòîé èíôîðìàöèè? ×åìó îí ðàâåí?
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12. Íàéäèòå ñóììó√
3
2 +

√
2
3 + 2

3 ·
√

2
3 + · · · .

13. Òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà a1, a2, a3 â óêàçàííîì ïîðÿäêå îáðàçóþò àðèô-
ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à ÷èñëà 2a3−a1, a2+a3−a1, a1 â óêàçàííîì
ïîðÿäêå îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Íàéòè çíàìåíàòåëü
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

14. Òðè ÷èñëà îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Åñëè âòîðîå ÷èñ-
ëî óâåëè÷èòü íà 2, òî ïðîãðåññèÿ ñòàíåò àðèôìåòè÷åñêîé. Åñëè ïî-
ñëå ýòîãî óâåëè÷èòü ïîñëåäíåå ÷èñëî íà 9, òî ïðîãðåññèÿ ñòàíåò
ñíîâà ãåîìåòðè÷åñêîé. Íàéòè ýòè ÷èñëà.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè, åñëè ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí 3, à âòîðîé ðàâåí −2.

2. Ìåæäó ÷èñëàìè −8, 8 è 2 âñòàâüòå ïÿòü ÷èñåë òàê, ÷òîáû ïîëó÷è-
ëàñü àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

3. Òðåòèé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè â òðè ðàçà ìåíüøå øåñòî-
ãî, à ñóììà âòîðîãî è ïÿòîãî ðàâíà 16. Îïðåäåëèòå ïåðâûé ÷ëåí
ïðîãðåññèè

4. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè b1 = 2, b5 =
162.

5. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè q = 0, 5, b6 = 1/32, íàéäèòå b1.

6. Íàéäèòå òðåòèé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè å¼ çíàìåíà-
òåëü ðàâåí -2, à ñåäüìîé ÷ëåí 16.

7. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè b1 +b2 +b3 = 31, b1 +b3 = 26. Íàéäèòå
b7.

8. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë, íà÷è-
íàÿ ñ 1, ìîæíî ñëîæèòü, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ ñóììà îñòàëàñü ìåíü-
øå 400?
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9. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè b2 > b1 â äâà ðàçà, à b6 = 64. Íàéäèòå
b1.

10. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ ïÿòè ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáùèé ÷ëåí
êîòîðîé âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé an = 1

2n .

11. Ñóììà ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ òðåòüåãî ïî îäèííà-
äöàòûé âêëþ÷èòåëüíî ðàâíà 27. Íàéäèòå íîìåð ÷ëåíà ïðîãðåññèè
ðàâíîãî 3.

12. Ñóììà áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà
32, à ñóììà ïÿòè å¼ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàâíà 31. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí
ïðîãðåññèè.

13. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷¼òíûõ íàòóðàëüíûõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, äå-
ëÿùèõñÿ íà 3.

14. Âû÷èñëèòå ñóììó: −4− 1− 1
4 −

1
16 − · · · .

Îòâåòû: 1) 84; 2) -7; -5,2; -3,4; -1,6; 0,2; 3) -2; 4) 3; 5) 1; 6) 1;

7) 56; 54; 8) 19; 9) 2; 10) 31/32; 11) 7; 12) 16; 13) 82350; 14) -16/3.
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Öåëûå, ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Äåëèìîñòü
÷èñåë. Êîðåíü ñòåïåíè n. Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü

1. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë è åãî ñâîéñòâà.
2. Äåëèìîñòü ÷èñåë.
3. Òåîðåìû î äåëèìîñòè.
4. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è åãî ñâîéñòâà.
5. Ïîíÿòèå èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà.
6. Ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè.

Öåëûìè ÷èñëàìè íàçûâàþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà, èì ïðîòèâîïîëîæ-
íûå, è ÷èñëî íóëü.

Îïðåäåëåíèå. Öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñë b 6= 0, åñëè ñó-
ùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî q, òàêîå, ÷òî a = bq (a - äåëèìîå, b - äåëèòåëü, q -
÷àñòíîå).

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë

1. Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, äåëèòñÿ ñàìî íà ñåáÿ.

2. Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà ±1.

3. Íóëü äåëèòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî, êðîìå íóëÿ.

4. Çíàê ÷èñëà íå âëèÿåò íà äåëèìîñòü.
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5. Åñëè ÷èñëî a äåëèòñÿ íà ÷èñëî b, ÷èñëî b äåëèòñÿ íà ÷èñëî c, òî
÷èñëî a äåëèòñÿ íà ÷èñëî c.

6. Åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, òî èõ
ñóììà òîæå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

7. Åñëè óìåíüøàåìîå è âû÷èòàåìîå äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî,
òî èõ ðàçíîñòü òîæå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

8. Åñëè ñóììà äâóõ öåëûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî
è îäíî èç ñëàãàåìûõ äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî, òî è âòîðîå ñëàãàåìîå
äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

9. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå öåëîå
÷èñëî, òî è ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà ýòî ÷èñëî.

10. Åñëè a äåëèòñÿ íà b è a 6= 0 , òî |a| ≥ |b|.

Îïðåäåëåíèå. Öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ ñ îñòàòêîì íà öåëîå ÷èñëî
b 6= 0, åñëè ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà q è r, òàêèå, ÷òî a = bq + r (a -
äåëèìîå, b - äåëèòåëü, q - íåïîëíîå ÷àñòíîå, r - îñòàòîê), r < b.

Òåîðåìà. Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî a îäíîçíà÷íî äåëèòñÿ ñ îñòàòêîì íà
ëþáîå öåëîå ÷èñëî b 6= 0.



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 54 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî äåëèòå-
ëåé.

Îïðåäåëåíèå. Îáùèì äåëèòåëåì öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , ak (k � íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî, k ≥ 2) íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèò êàæäîå
èç ýòèõ ÷èñåë (ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë).

Îïðåäåëåíèå. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì öåëûõ ÷èñåë, õîòÿ áû
îäíî èç êîòîðûõ íå ðàâíî 0, íàçûâàåòñÿ îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ÷èñåë,
êîòîðûé áîëüøå îñòàëüíûõ îáùèõ äåëèòåëåé èëè íå ìåíüøå âñÿêîãî îá-
ùåãî äåëèòåëÿ.

Îáîçíà÷àþò ÍÎÄ (a1, a2, . . . , ak) èëè (a1, a2, . . . , ak). Ñðåäè îáùèõ äå-
ëèòåëåé öåëûõ ÷èñåë åñòü ÷èñëî 1. Çíà÷èò, ÍÎÄ (a1, a2, . . . , ak) ëèáî ðà-
âåí 1, ëèáî áîëüøå 1. Åñëè ÍÎÄ (a1, a2, . . . , ak)=1, òî ÷èñëà a1, a2, . . . , ak
íàçûâàþò âçàèìíî ïðîñòûìè.

Ñâîéñòâà ÍÎÄà öåëûõ ÷èñåë

1) ÍÎÄ(a1, a2, . . . , ak)=ÍÎÄ(|a1|, |a2|, . . . , |ak|).

2) Åñëè a äåëèòñÿ íà b, òî ÍÎÄ (a, b) = b.

3) Åñëè äëÿ öåëûõ ÷èñåë a,b,c,d âåðíî ðàâåíñòâî a = bc+ d, òî
(a, b) = (b, d), (a, c) = (c, d).
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4) ÍÎÄ (ba1, ba2, . . . , bak) = b·(a1, a2, . . . , ak).

5) ÍÎÄ(a1, a2, . . . , ak)=ÍÎÄ((a1, a2, . . . , a(k−1)), ak).

6) Íàòóðàëüíûé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ èõ ÍÎÄîì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå öåëî÷èñ-
ëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ÷èñåë, òî åñòü
d =ÍÎÄ(a1, a2, . . . , ak)⇔ d = α1a1 + ...+ αkak.

7) Íàòóðàëüíûé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ èõ ÍÎÄîì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷àñòíûå îò äåëåíèÿ ýòèõ ÷èñåë íà ýòîò
îáùèé äåëèòåëü âçàèìíî ïðîñòû.

8) Îáùèé äåëèòåëü öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÍÎÄà ýòèõ æå
÷èñåë.

9) Âñÿêèé äåëèòåëü ÍÎÄà öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì
ýòèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ öåëûõ ÷èñåë a è b
(b 6= 0) íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåëåíèÿ a íà b, b íà

ïåðâûé îñòàòîê r1(r1 6= 0), r1 - íà âòîðîé îñòàòîê r2(r2 6= 0) è òàê äàëåå.
Îïèñàòü ýòîò ïðîöåññ ìîæíî òàê: a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < |b|,
b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < |r1|,
r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < |r2| è ò.ä.
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëî ðàâåíñòâ àëãîðèòìà Åâêëèäà íàçûâàþò äëè-
íîé àëãîðèòìà Åâêëèäà.

Òåîðåìà. ÍÎÄ(a,b) ðàâåí ïîñëåäíåìó, îòëè÷íîìó îò íóëÿ îñòàòêó â
àëãîðèòìå Åâêëèäà äëÿ ýòèõ ÷èñåë ( a,b � öåëûå ÷èñëà).

Ëåììà. Åñëè òðè öåëûõ ÷èñëà a, b, m ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì a = bq+m,
ãäå 0≤m< |b|, òî (a, b) = (b,m).

Îïðåäåëåíèå. Îáùèì êðàòíûì ÷èñåë a1, a2, . . . , ak (k � íàòóðàëüíîå
÷èñëî, k≥2) òàêèõ, ÷òî ai 6=0 (i èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî k), íàçûâàåòñÿ öåëîå
÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå îáùåå êðàòíîå öåëûõ ÷è-
ñåë, íå ðàâíûõ íóëþ, íàçûâàþò ÍÎÊîì ýòèõ ÷èñåë è îáîçíà÷àþò

ÍÎÊ (a1, a2, . . . , ak) èëè [a1, a2, . . . , ak].

Ñâîéñòâà ÍÎÊà öåëûõ ÷èñåë

1. ÍÎÊ (a1, a2, . . . , ak) =ÍÎÊ (|a1| , |a2| , . . . , |ak|)

2. [a, b] = a·b
(a, b) .

3. Âñÿêîå îáùåå êðàòíîå äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà ÍÎÊ ýòèõ ÷èñåë.
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4. ×àñòíûå îò äåëåíèÿ ÍÎÊà öåëûõ ÷èñåë íà ýòè ÷èñëà åñòü âçàèìíî
ïðîñòûå ÷èñëà.

5. ÍÎÊ (a1, a2, . . . , ak) =ÍÎÊ( (a1, a2, . . . , ak−1) , ak).

6. ÍÎÊ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâåí ìîäóëþ èõ ïðîèçâåäå-
íèÿ.

7. ÍÎÊ (ba1, ba2, . . . , bak) = b·ÍÎÊ (a1, a2, . . . , ak).

Ïðèçíàêè äåëèìîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

1. ×èñëî äåëèòñÿ íà 2, åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà â çàïèñè ÷èñëà ÷åòíàÿ.

2. ×èñëî äåëèòñÿ íà 3, åñëè ñóììà öèôð ÷èñëà äåëèòñÿ íà 3.

3. ×èñëî äåëèòñÿ íà 4, åñëè äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà íóëè èëè
îáðàçóþò ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 4.

4. ×èñëî äåëèòñÿ íà 5, åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà â çàïèñè ÷èñëà 0 èëè 5.

5. ×èñëî äåëèòñÿ íà 6, åñëè îíî ÷åòíîå è äåëèòñÿ íà 3.

6. ×èñëî äåëèòñÿ íà 8, åñëè òðè ïîñëåäíèå öèôðû â çàïèñè ÷èñëà íóëè
èëè îáðàçóþò ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 8.

7. ×èñëî äåëèòñÿ íà 9, åñëè ñóììà öèôð ÷èñëà äåëèòñÿ íà 9.
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8. ×èñëî äåëèòñÿ íà 10, åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà â çàïèñè ÷èñëà 0.

9. ×èñëî äåëèòñÿ íà 11, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé öèôð, ñòîÿùèõ
íà ÷åòíûõ ìåñòàõ, è ñóììîé öèôð, ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ
äåëèòñÿ íà 11.

10. ×èñëî äåëèòñÿ íà 25, åñëè äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 00, 25, 50
èëè 75.

11. ×èñëî äåëèòñÿ íà 7, 11, 13, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì, çàïè-
ñàííûì òðåìÿ ïîñëåäíèìè öèôðàìè ÷èñëà è ÷èñëîì, çàïèñàííûì
îñòàëüíûìè åãî öèôðàìè, äåëèòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íà 7, 11, 13.

Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p, áîëüøåå 1, íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòûì, åñëè îíî èìååò òîëüêî äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ: 1 è p.

Îïðåäåëåíèå. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè îíî
èìååò õîòÿ áû îäèí íàòóðàëüíûé äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò 1 è ñàìîãî ñåáÿ.

Çàìå÷àíèå. 1 � íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì ÷èñëîì.

Çàìå÷àíèå. 2 � åäèíñòâåííîå ÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî.
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Ñâîéñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë

1. Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî q (q6=0), òî p =q.

2. Åñëè a � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî, ëèáî a äåëèòñÿ
íà p, ëèáî a è p � âçàèìíî ïðîñòû.

3. Åñëè ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , ak äåëèòñÿ íà ïðîñòîå
÷èñëî p, òî õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé äåëèòñÿ íà p.

4. Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a 6=1 èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, õîòÿ áû
îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü.

Ñòåïåíüþ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì n,
áîëüøèì 1, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå n ìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ
ðàâåí a. Ïåðâîé ñòåïåíüþ ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ ñàìî ÷èñëî a, òî åñòü

a1 = a.

Â çàïèñè an = b ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè, ÷èñëî n �
ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè, ÷èñëî b � çíà÷åíèåì ñòåïåíè. Âòîðóþ ñòåïåíü
÷èñëà à íàçûâàþò êâàäðàòîì ÷èñëà a, òðåòüþ ñòåïåíü ÷èñëà a íàçûâàþò
êóáîì ÷èñëà a. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ñòåïåíè íàçûâàþò âîçâåäåíèåì â
ñòåïåíü. Íóëåâàÿ ñòåïåíü ëþáîãî ÷èñëà, îòëè÷íîãî îò 0, ðàâíà 1, òî åñòü
a0 = 1. Íóëåâàÿ ñòåïåíü íóëÿ, òî åñòü âûðàæåíèå 00, íå îïðåäåëÿåòñÿ.
Âûðàæåíèå 0−n, íå îïðåäåëÿåòñÿ.
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Äëÿ ñòåïåíåé ñ ëþáûìè ïîêàçàòåëÿìè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

am ·an = am+n,
am : an = am−n,
(am )n = a m·n,
(a ·b)m = am ·bm,
(a : b)m = am : bm.

Ïðîöåíò � ýòî ñîòàÿ ÷àñòü åäèíèöû. Çàïèñü 1% îçíà÷àåò 0,01.

Ïðèìåð 1. Íàéòè óêàçàííûé ïðîöåíò îò çàäàííîãî ÷èñëà.
Óêàçàíèå. Çàäàííîå ÷èñëî óìíîæàåòñÿ íà óêàçàííîå ÷èñëî ïðîöåí-

òîâ, à çàòåì ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 100.

Ïðèìåð 2. Âêëàä â áàíêå èìååò ãîäîâîé ïðèðîñò 6%. Íà÷àëüíàÿ ñóì-
ìà âêëàäà ðàâíÿëàñü 10000 äîëëàðîâ. Íà ñêîëüêî âîçðàñò¼ò ñóììà âêëà-
äà â êîíöå ãîäà?

Ðåøåíèå. 10000 ·6 : 100 = 600.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ÷èñëî ïî çàäàííîìó äðóãîìó ÷èñëó è åãî âåëè-
÷èíå â ïðîöåíòàõ îò èñêîìîãî ÷èñëà.
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Óêàçàíèå. Çàäàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà åãî ïðîöåíòíîå âûðàæåíèå è ðå-
çóëüòàò óìíîæàåòñÿ íà 100.

Ïðèìåð 4. Çàðïëàòà â ÿíâàðå ðàâíÿëàñü 15 000 000 ðóá., ÷òî ñîñòà-
âèëî 7,5% îò ãîäîâîé çàðïëàòû. Êàêîâà áûëà ãîäîâàÿ çàðïëàòà?

Ðåøåíèå. 15 000 000 : 7.5 ·100 = 200000000.

Ïðèìåð 5. Íàéòè ïðîöåíòíîå âûðàæåíèå îäíîãî ÷èñëà îò äðóãîãî.
Óêàçàíèå. Ïåðâîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà âòîðîå è ðåçóëüòàò óìíîæàåòñÿ

íà 100.

Ïðèìåð 6. Çàâîä ïðîèçâ¼ë çà ãîä 40000 àâòîìîáèëåé, à â ñëåäóþùåì
ãîäó � òîëüêî 36000 àâòîìîáèëåé. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ýòî ñîñòàâèëî ïî
îòíîøåíèþ ê âûïóñêó ïðåäûäóùåãî ãîäà?

Ðåøåíèå. 36000 : 40000 ·100 = 90%

Îòíîøåíèå - ýòî ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ îäíîãî ÷èñëà íà äðóãîå.

Ïðîïîðöèÿ - ýòî ðàâåíñòâî äâóõ îòíîøåíèé.

Íàïðèìåð, 12 : 20 = 3 : 5; a : b = c : d.
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Êðàéíèå ÷ëåíû ïðîïîðöèè: 12 è 5 â ïåðâîé ïðîïîðöèè; a è d � âî
âòîðîé. Ñðåäíèå ÷ëåíû ïðîïîðöèè: 20 è 3 â ïåðâîé ïðîïîðöèè; b è c �
âî âòîðîé.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîïîðöèè: ïðîèçâåäåíèå êðàéíèõ ÷ëåíîâ ïðîïîð-
öèè ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ å¼ ñðåäíèõ ÷ëåíîâ.

×èñëî, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îòíîøåíèÿ m
n , ãäå m � öåëîå

÷èñëî, à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàçûâàþò ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà � ýòî ÷èñëà, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â
âèäå êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè. Íà-
ïðèìåð, 0,75=3

4 .

Ëþáîå öåëîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, òàê êàê åãî
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå a

1 . Íàïðèìåð, 6 = 6
1

Ïðàâèëüíîé íàçûâàåòñÿ äðîáü, ó êîòîðîé ìîäóëü ÷èñëèòåëÿ ìåíü-
øå ìîäóëÿ çíàìåíàòåëÿ. Äðîáü, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïðàâèëüíîé, íàçûâàåòñÿ
íåïðàâèëüíîé.

Ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë òîæå ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà. Åñëè äåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ÷àñòíîå äâóõ ðàöèî-
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íàëüíûõ ÷èñåë òîæå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

×òîáû ñëîæèòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ñ îäèíàêîâûìè çíàêàìè, ñêëà-
äûâàþò èõ ìîäóëè è ïåðåä ñóììîé ñòàâÿò èõ îáùèé çíàê.

(+19) + (+23) = 42; (−16) + (−307) = −323.

×òîáû ñëîæèòü äâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëà ñ ðàçíûìè çíàêàìè è ðàç-
íûìè ìîäóëÿìè, íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü çíàê ÷èñëà ñ áîëüøèì ìîäóëåì
è ïðèïèñàòü ê íåìó ðàçíîñòü ìåæäó áîëüøèì è ìåíüøèì ìîäóëåì.

(+107) + (−56) = 51; (−23, 6) + 7, 5 = −16, 1.

Ñóììà äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë (òî åñòü, ñ ðàçíûìè çíàêàìè è
îäèíàêîâûìè ìîäóëÿìè) ðàâíà íóëþ.

(−2, 57) + (+2, 57) = 0.

Ïðè ñëîæåíèè ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà è íóëÿ ïîëó÷àåì ñàìî ýòî
÷èñëî.

Çàêîíû ñëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (ïåðåìåñòèòåëüíûé è ñî÷åòà-
òåëüíûé) ñïðàâåäëèâû è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïðèìåíÿÿ èõ, ìîæíî
ïî-ðàçíîìó íàõîäèòü ñóììó íåñêîëüêèõ ÷èñåë.
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Íàïðèìåð, ñëîæåíèå íåñêîëüêèõ ÷èñåë ñ ðàçíûìè çíàêàìè ìîæíî
âûïîëíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî: ñíà÷àëà íàéòè ñóììó ïåðâûõ äâóõ ñëàãàå-
ìûõ, ê íåé ïðèáàâèòü òðåòüå ñëàãàåìîå è ò. ä. Íî èíîãäà óäîáíåå ñëîæå-
íèå âûïîëíÿòü òàêèì ñïîñîáîì: ñëîæèòü îòäåëüíî âñå ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà è îòäåëüíî âñå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, çàòåì ïîëó÷åííûå äâà ÷èñëà
ñëîæèòü ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ÷èñåë ñ ðàçíûìè çíàêàìè.

(+105) + (−4) + (−8) + (+21) + (−7) = (+126) + (−19) = +107.

Âû÷èòàíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë çàâèñèò îò çíàêîâ ÷èñåë óìåíüøàå-
ìîãî è âû÷èòàåìîãî.

×òîáû èç îäíîãî ÷èñëà âû÷åñòü äðóãîå, äîñòàòî÷íî ê óìåíüøàåìîìó
ïðèáàâèòü ÷èñëî, ïðîòèâîïîëîæíîå âû÷èòàåìîìó.

Íàïðèìåð, −102− (−80) = −102 + 80 = −22.

Åñëè óìåíüøàåìîå � îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, à âû÷èòàåìîå � ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî, òî íóæíî ñëîæèòü ìîäóëè óìåíüøàåìîãî è âû÷èòàåìîãî
è ïåðåä ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì ïîñòàâèòü çíàê ¾�¿.

Íàïðèìåð, −839− 71 = −(| − 839|+ | − 71|) = −(839 + 71) = −910.
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Åñëè óìåíüøàåìîå � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è âû÷èòàåìîå � ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî, òî íóæíî íàéòè ðàçíîñòü ìîäóëåé óìåíüøàåìîãî è âû-
÷èòàåìîãî è ïåðåä ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì ïîñòàâèòü çíàê ¾�¿, åñëè
ìîäóëü óìåíüøàåìîãî ìåíüøå ìîäóëÿ âû÷èòàåìîãî. Åñëè ìîäóëü óìåíü-
øàåìîãî ðàâåí ìîäóëþ âû÷èòàåìîãî, òî ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ.

Íàïðèìåð, 0, 165− 0, 015 = 0, 15 òàê êàê |0,165| > |0,015|,
1307− 1307 = 0 òàê êàê |1 307| = |1 307|.

Ïðè óìíîæåíèè äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë óìíîæàþòñÿ èõ àáñîëþò-
íûå âåëè÷èíû (ìîäóëè ÷èñåë) è ïåðåä ïðîèçâåäåíèåì ñòàâèòñÿ çíàê, çà-
âèñÿùèé îò çíàêîâ ìíîæèòåëåé.

Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàáëèöå çíàêîâ:

Ïåðâûé çíàê Âòîðîé çíàê Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ
+ + +

− − +

+ − −
− + −

Åñëè ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò áîëåå äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî ðå-
çóëüòàò ìîæíî îïðåäåëèòü ïîýòàïíî (¾øàã çà øàãîì¿), íà êàæäîì ýòàïå
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âû÷èñëÿÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé. À ìîæíî ïî îñîáîìó ïðà-
âèëó îïðåäåëèòü çíàê ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ âñåõ ìíîæèòåëåé ñðàçó.

Åñëè â ïðîèçâåäåíèè âñå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûå, òî ìîäóëü èõ ïðîèç-
âåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëåé âñåõ ìíîæèòåëåé, à çíàê ïðîèçâå-
äåíèÿ � ¾+¿.

Åñëè â ïðîèçâåäåíèè åñòü ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå,
òî ìîäóëü èõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëåé âñåõ ìíîæèòå-
ëåé, à çíàê ïðîèçâåäåíèè ¾+¿ � ïðè ÷åòíîì êîëè÷åñòâå îòðèöàòåëüíûõ
ìíîæèòåëåé (ìèíóñîâ) è ¾�¿ � ïðè íå÷åòíîì êîëè÷åñòâå îòðèöàòåëüíûõ
ìíîæèòåëåé (ìèíóñîâ).

2 � 13 · 7 · 24 = 4 368
2 · (� 13) · (� 7) · 24 = 4 368, òàê êàê êîëè÷åñòâî ìèíóñîâ ÷åòíîå;
(� 2) · (� 13) · (� 7) · 24 = � 4 368, òàê êàê êîëè÷åñòâî ìèíóñîâ íå÷åòíîå.

Åñëè ïðè óìíîæåíèè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îäèí èëè íåñêîëüêî ìíî-
æèòåëåé ðàâíû 0, òî âñå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.

2 · 0,71 · 172 · 0 · (176 � 176) = 0.

×àñòíîå îò äåëåíèÿ äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë åñòü ÷èñëî ïîëîæè-
òåëüíîå. Ìîäóëü ÷àñòíîãî åñòü ÷àñòíîå ìîäóëåé äåëèìîãî è äåëèòåëÿ.
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Íàïðèìåð, (� 81) : (� 9) = |� 81|:|� 9| = 81 : 9 = 9;
(� 0,74) : (� 0,37) = |� 0.74| : |� 0,37| = 0,74 : 0,37 = 2

×àñòíîå îò äåëåíèÿ îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà íà îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî åñòü ÷èñëî îòðèöàòåëü-
íîå. Ìîäóëü ÷àñòíîãî åñòü ÷àñòíîå ìîäóëåé äåëèìîãî è äåëèòåëÿ.

Íàïðèìåð, (� 180) : 3 = � |� 180| : |3| = � (180 : 3) = � 60

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, êàê è äðóãèå, íà íóëü äåëèòü íåëüçÿ. Åñëè äå-
ëèìîå íóëü, à äåëèòåëü � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî ïðè ëþáîì åãî çíà÷åíèè
è çíàêå ÷àñòíîå ðàâíî íóëþ.

Ñòåïåíü ëþáîãî ÷èñëà � ýòî ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ ñîìíîæèòå-
ëåé. Êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé îïðåäåëÿåò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè.

×åòíàÿ ñòåïåíü îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà � ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå.Íå÷åò-
íàÿ ñòåïåíü îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà � ÷èñëî îòðèöàòåëüíîå. Ëþáàÿ ñòå-
ïåíü ÷èñëà íóëü ðàâíà íóëþ.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî äðîáè: çíà÷åíèå äðîáè íå èçìåíèòñÿ, åñëè ÷èñëè-
òåëü è çíàìåíàòåëü óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå ÷èñëî, íå
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ðàâíîå íóëþ.

Äåñÿòè÷íàÿ äðîáü åñòü ðåçóëüòàò äåëåíèÿ åäèíèöû íà äåñÿòü, ñòî, òû-
ñÿ÷ó è ò.ä. ÷àñòåé. Ýòè äðîáè î÷åíü óäîáíû äëÿ âû÷èñëåíèé, òàê êàê îíè
îñíîâàíû íà òîé æå ïîçèöèîííîé ñèñòåìå, íà êîòîðîé ïîñòðîåíû ñ÷¼ò è
çàïèñü öåëûõ ÷èñåë. Áëàãîäàðÿ ýòîìó çàïèñü è ïðàâèëà äåéñòâèé ñ äåñÿ-
òè÷íûìè äðîáÿìè ôàêòè÷åñêè òå æå, ÷òî è äëÿ öåëûõ ÷èñåë. Ïðè çàïèñè
äåñÿòè÷íûõ äðîáåé íåò íåîáõîäèìîñòè îòìå÷àòü çíàìåíàòåëü, ýòî îïðå-
äåëÿåòñÿ ìåñòîì, êîòîðîå çàíèìàåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ öèôðà. Ñíà÷àëà
ïèøåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, çàòåì ñïðàâà ñòàâèòñÿ äåñÿòè÷íàÿ òî÷êà.
Ïåðâàÿ öèôðà ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè îçíà÷àåò ÷èñëî äåñÿòûõ, âòîðàÿ
� ÷èñëî ñîòûõ, òðåòüÿ � ÷èñëî òûñÿ÷íûõ è ò.ä. Öèôðû, ðàñïîëîæåííûå
ïîñëå äåñÿòè÷íîé òî÷êè, íàçûâàþòñÿ äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè.

Íå âñå îáûêíîâåííûå äðîáè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåñÿòè÷íîé
äðîáè. Íàïðèìåð, åñëè ðàçäåëèòü 1 íà 3, òî ïîëó÷èì ñíà÷àëà íóëü öå-
ëûõ, ïîòîì òðè äåñÿòûõ, à äàëåå ïðè äåëåíèè âñå âðåìÿ áóäåò ïîâòîðÿòü-
ñÿ â ÷àñòíîì öèôðà 3. Äåëåíèå íèêîãäà íå êîí÷èòñÿ. Çäåñü ðå÷ü èäåò î
áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè.

Íàïðèìåð, 1
3=0,333...= 0,(3). Çàïèñü 0,(3) íàçûâàþò ïåðèîäè÷åñêîé

äðîáüþ.
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Ïðàâèëî 1. Ïðàâèëüíàÿ ÷èñòàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü ðàâíà îáûêíî-
âåííîé, â ÷èñëèòåëå êîòîðîé ñòîèò ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè, à çíà-
ìåíàòåëü ñîñòîèò èç ñòîëüêèõ äåâÿòîê, ñêîëüêî öèôð â ïåðèîäå.

Íàïðèìåð, 0,(373)=373/999.

Ïðèâèëî 2.Ïðàâèëüíàÿ ñìåøàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü ðàâíà îáûê-
íîâåííîé, â ÷èñëèòåëå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðàçíîñòü ÷èñëà, ñòîÿùåãî äî
âòîðîãî ïåðèîäà, è ÷èñëà, ñòîÿùåãî äî ïåðâîãî ïåðèîäà, à â çíàìåíàòåëå
� ñòîëüêî äåâÿòîê, ñêîëüêî öèôð â ïåðèîäå, è ñòîëüêî íóëåé, ñêîëüêî
öèôð ìåæäó çàïÿòîé è ïåðâûì ïåðèîäîì.

Íàïðèìåð, 0,21(347)=21347−21
99 900 = 21326

99 900=
10663
49950 .

Åñëè äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, òî îíî èð-
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Äåñÿòè÷íûå äðîáè, âûðàæàþùèå èððàöèîíàëüíûå
÷èñëà áåñêîíå÷íû è íå ïåðèîäè÷íû. Ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ çàãëàâíîé ëàòèíñêîé áóêâîé I.

Ïðèìåð 1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
a)
√

7;

á) ÷èñëî lg 80;

ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.
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Ðåøåíèå.

a) Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî
√

7 ðàöèîíàëüíîå. Òîãäà, ñóùåñòâóþò òàêèå
âçàèìíî ïðîñòûå p è q, ÷òî

√
7 = p/q, îòêóäà ïîëó÷àåì p2 = 7q2. Òàê êàê

p è q âçàèìíî ïðîñòûå, òî p2, à çíà÷èò è p äåëèòñÿ íà 7. Òîãäà ð = 7k,
ãäå k � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îòñþäà q2 = 7k2 = pk, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò òîìó, ÷òî p è q âçàèìíî ïðîñòû. Èòàê, ïðåäïîëîæåíèå ëîæíî,
çíà÷èò, ÷èñëî

√
7 èððàöèîíàëüíîå.

á) Äîïóñòèì, ÷òî ÷èñëî lg 80 ðàöèîíàëüíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
íàòóðàëüíûå p è q, ÷òî lg 80 = 2p− 4q, èëè 10p = 80q, îòêóäà ïîëó÷àåì
2p−4q = 5q−p. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëà 2 è 5 âçàèìíî ïðîñòûå, ïîëó÷àåì,
÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè p − 4q = 0 è q − p = 0.
Îòêóäà p = q = 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê p è q âûáðàíû íàòóðàëü-
íûìè. Èòàê, ïðåäïîëîæåíèå ëîæíî, çíà÷èò, ÷èñëî lg 80 èððàöèîíàëüíîå.

Àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì n-é ñòåïåíè èç íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà a
íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî b, n -ÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà a.

×èñëî n íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè êîðíÿ, ÷èñëî a � ïîäêîðåí-
íûì âûðàæåíèåì, b � çíà÷åíèåì àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ n-é ñòåïåíè.
Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ êîðíÿ íàçûâàåòñÿ èçâëå÷åíèåì êîðíÿ.
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Êîðíåé ÷¼òíîé ñòåïåíè èç îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò. Êîð-
íåì íå÷¼òíîé ñòåïåíè èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ òàêîå îòðè-
öàòåëüíîå ÷èñëî b, êîòîðîå ïðè åãî âîçâåäåíèè â ýòó íå÷¼òíóþ ñòåïåíü
ðàâíî ÷èñëó a.

Ñâîéñòâà êîðíåé

1. n
√

ab = n
√
a · n
√
b

2. n
√

a
b =

n
√
a

n
√
b

3. ( n
√
a)m = n

√
am

4. n
√

m
√
a = n·m

√
a, ãäå m, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà

5. 2n
√
a2n =

{
a, åñëè a≥0,
−a, åñëè a<0.

Ïóñòü íóæíî èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü èç íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m
(áåç êàëüêóëÿòîðà), ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî êîðåíü èçâëåêàåòñÿ. ×òîáû
íàéòè ðåçóëüòàò, èíîãäà óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

1. Ðàçîáüåì ÷èñëî m íà ãðàíè (ñïðàâà íàëåâî, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåé
öèôðû), âêëþ÷èâ â êàæäóþ ãðàíü ïî äâå ðÿäîì ñòîÿùèå öèôðû.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî åñëè m ñîñòîèò èç ÷åòíîãî ÷èñëà
öèôð, òî â ïåðâîé (ñëåâà) ãðàíè áóäåò äâå öèôðû; åñëè æå ÷èñ-
ëî m ñîñòîèò èç íå÷åòíîãî ÷èñëà öèôð, òî ïåðâàÿ ãðàíü ñîñòîèò
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èç îäíîé öèôðû. Êîëè÷åñòâî ãðàíåé ïîêàçûâàåò êîëè÷åñòâî öèôð
ðåçóëüòàòà.

2. Ïîäáèðàåì íàèáîëüøóþ öèôðó, òàêóþ, ÷òî åå êâàäðàò íå ïðåâîñõî-
äèò ÷èñëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïåðâîé ãðàíè; ýòà öèôðà � ïåðâàÿ öèôðà
ðåçóëüòàòà.

3. Âîçâåäåì ïåðâóþ öèôðó ðåçóëüòàòà â êâàäðàò, âû÷òåì ïîëó÷åííîå
÷èñëî èç ïåðâîé ãðàíè, ïðèïèøåì ê íàéäåííîé ðàçíîñòè ñïðàâà âòî-
ðóþ ãðàíü. Ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëîA. Óäâîèâ èìåþùóþñÿ ÷àñòü
ðåçóëüòàòà, ïîëó÷èì ÷èñëî a. Òåïåðü ïîäáåðåì òàêóþ íàèáîëüøóþ
öèôðó x, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà (çàïèñü îçíà÷àåò 10 × a + x)
íà x íå ïðåâîñõîäèëî ÷èñëà A. Öèôðà x �âòîðàÿ öèôðà ðåçóëüòàòà.

4. Ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà íà x âû÷òåì èç ÷èñëà A, ïðèïèøåì ê íàéäåí-
íîé ðàçíîñòè ñïðàâà òðåòüþ ãðàíü, ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî B.
Óäâîèâ èìåþùóþñÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòà, ïîëó÷èì ÷èñëî b. Òåïåðü ïîä-
áåðåì òàêóþ íàèáîëüøóþ öèôðó y, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà íà y
íå ïðåâîñõîäèëî ÷èñëà B. Öèôðà y � òðåòüÿ öèôðà ðåçóëüòàòà.

Ñëåäóþùèé øàã ïðàâèëà ïîâòîðÿåò 4-é øàã. Ýòî ïðîäîëæàåòñÿ äî
òåõ ïîð, ïîêà íå èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ãðàíü.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü
√

138 384.
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Ðåøåíèå. Ðàçîáüåì ÷èñëî íà ãðàíè: 13'83'84 � èõ òðè, çíà÷èò, â
ðåçóëüòàòå äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ òðåõçíà÷íîå ÷èñëî. Ïåðâàÿ öèôðà ðå-
çóëüòàòà 3. Âû÷òÿ 9 èç 13, ïîëó÷èì 4. Ïðèïèñàâ ê 4 ñëåäóþùóþ ãðàíü,
ïîëó÷èì A = 483. Óäâîèâ èìåþùóþñÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòà, òî åñòü ÷èñëî
3, ïîëó÷èì a = 6. Ïîäáåðåì òåïåðü òàêóþ íàèáîëüøóþ öèôðó x, ÷òî-
áû ïðîèçâåäåíèå äâóçíà÷íîãî ÷èñëà íà x áûëî ìåíüøå ÷èñëà 483. Òàêîé
öèôðîé áóäåò 7, òàê êàê 67 · 7 = 469 � ýòî ìåíüøå 483, òîãäà êàê
68 · 8 = 544 � ýòî áîëüøå 483. Èòàê, âòîðàÿ öèôðà ðåçóëüòàòà 7.

Âû÷òåì 469 èç 483, ïîëó÷èì 14. Ïðèïèñàâ ê ýòîìó ÷èñëó ñïðàâà ïî-
ñëåäíþþ ãðàíü, ïîëó÷èì b = 1484. Óäâîèâ èìåþùóþñÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòà,
òî åñòü ÷èñëî 37, ïîëó÷èì B = 74. Ïîäáåðåì òåïåðü òàêóþ íàèáîëüøóþ
öèôðó y, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå òðåõçíà÷íîãî ÷èñëà íà y íå ïðåâîñõîäèëî
1484. Òàêîé öèôðîé áóäåò 2, òàê êàê 742 · 2 = 1484. Öèôðà 2 � ïîñëåäíÿÿ
öèôðà ðåçóëüòàòà. Â îòâåòå ïîëó÷èëè 372. Âû÷èñëåíèÿ ìîæíî îôîðìèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Åñëè êîðåíü íå èçâëåêàåòñÿ, òî ïîñëå ïîñëåäíåé öèôðû çàäàííîãî
÷èñëà ñòàâÿò çàïÿòóþ è îáðàçóþò äàëüíåéøèå ãðàíè, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ èìååò âèä 00. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ áåñêîíå÷åí;
îí ïðåêðàùàåòñÿ, êîãäà äîñòèãàåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü.

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà îáðàçóþòìíîæåñòâî äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ òî÷êà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé, êîòîðóþ íàçûâàþò ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé. Äëÿ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ:N � ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë; Q � ìíîæåñòâî ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë; R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðà-
âåíñòâà:

à) a+ b = b+ a (ïåðåìåñòèòåëüíûé çàêîí ñëîæåíèÿ);

á) (a+ b) + c = a+ (b+ c) (ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí ñëîæåíèÿ);

â) (a×b) = (b×a) (ïåðåìåñòèòåëüíûé çàêîí óìíîæåíèÿ);

ã) (a×b)×c = a×(b×c) (ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí óìíîæåíèÿ);

ä) (a + b)× c = a × c + b × c (ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí óìíîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ).
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Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà � ýòî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ýòîãî
÷èñëà. Îáîçíà÷àåòñÿ |a|. Íàïðèìåð, |6| = 6, |�3| = 3.

|a| =
{

a, åñëè a ≥ 0
−a, åñëè a < 0

Ñâîéñòâà ìîäóëÿ

1) ìîäóëè ïðîòèâîïîëîæíûõ ÷èñåë ðàâíû |a| = | − a|;

2) êâàäðàò ìîäóëÿ ÷èñëà ðàâåí êâàäðàòó ýòîãî ÷èñëà |a|2 = a2;

3) êâàäðàòíûé êîðåíü èç êâàäðàòà ÷èñëà åñòü ìîäóëü ýòîãî ÷èñëà√
a2 = |a|;

4) ìîäóëü ÷èñëà åñòü ÷èñëî íåîòðèöàòåëüíîå |a| ≥ 0;

5) ïîñòîÿííûé ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê
ìîäóëÿ |ca| = c|a|, c > 0;

6) åñëè |a| = |b|, òî a = ±b;

7) ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ (è áîëåå) ÷èñåë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ
ìîäóëåé |a · b| = |a| · |b|.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 3 è 4
Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Êàêèå ÷èñëà íàçûâàþò íàòóðàëüíûìè; öåëûìè; ðàöèîíàëüíûìè;
èððàöèîíàëüíûìè; äåéñòâèòåëüíûìè?

2. Íàçîâèòå âàæíåéøèå îñîáåííîñòè äåéñòâèé íàä íàòóðàëüíûìè ÷èñ-
ëàìè; íàä öåëûìè ÷èñëàìè; íàä ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè; íàä äåé-
ñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

3. Îïèøèòå àëãîðèòì èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ áåç êàëüêóëÿòî-
ðà. Ïðàâèëüíî ëè èçâëå÷åí êâàäðàòíûé êîðåíü?

4. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëà îáðàùåíèÿ áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðî-
áè â îáûêíîâåííóþ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
√

2 ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.
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6. Íåêîòîðûé ñïëàâ ñîñòîèò èç äâóõ ìåòàëëîâ, âõîäÿùèõ â îòíîøåíèè
1:2, à äðóãîé ñîäåðæèò òå æå ìåòàëëû â îòíîøåíèè 2:3. Ñêîëüêî
÷àñòåé êàæäîãî ñïëàâà íóæíî âçÿòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåòèé ñïëàâ,
ñîäåðæàùèé òå æå ìåòàëëû â îòíîøåíèè 17:27?

7. Â áàíêå íà ñáåðåãàòåëüíóþ êíèæêó áûëî ïîëîæåíî 1640 äîëëàðîâ
è â êîíöå ãîäà áûëî âçÿòî îáðàòíî 882 äîëëàðîâ. Åùå ÷åðåç ãîä íà
êíèæêå ñíîâà îêàçàëîñü 882 äîëëàðîâ. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ íà÷èñëÿ-
åò áàíê â ãîä?

8. ×èñëî 73 ðàçäåëèëè íà íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ïîëó÷èëè,
÷òî íåïîëíîå ÷àñòíîå íà 3 áîëüøå äåëèòåëÿ, à îñòàòîê íà 7 ìåíüøå
íåïîëíîãî ÷àñòíîãî. Íàéäèòå äåëèòåëü.

9. Äâóçíà÷íîå ÷èñëî â 4 ðàçà áîëüøå ñóììû è â 1,5 ðàçà áîëüøå ïðî-
èçâåäåíèÿ ñâîèõ öèôð. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

10. Íàéäèòå ÍÎÄ (3599, 4819).

11. Íàéäèòå ÍÎÊ (23, 187, 213).

12. Âû÷èñëèòå:

à) −6
2 +46·3,1+2,9·46

0,1 ;

á) −0,3·(61−1976:32,5)0,01 ;

â) 51
4 : 3, 5 + 0, 3 : 3

85 ;
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ã) 25· 3
√
6·
√

6· 3
√
6

( 4
√
36−1)( 4

√
36+1)

;

ä) (( 4
√

2− 4
√

8)2 +6)(( 4
√

2 + 4
√

8)2−6);

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 11.

2. Âûÿñíèòå ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî n4 + 4 ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâ-
íûì.

3. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n äðîáü 3n+4
5 ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì?

4. Âûÿñíèòå ðàöèîíàëüíî èëè èððàöèîíàëüíî ÷èñëî:
√

2√
2
√

2 + 3
−
√

6− 4
√

2

2
√

2− 3
.

5. Âû÷èñëèòå áåç êàëüêóëÿòîðà à)
√

242 064; á)
√

66 564.

6. Âû÷èñëèòå 10+0, 8(3)− 1
3

1,(3) · 3,57+1,68 · 1
7

+0,63·30.

7. Óïðîñòèòå 3√
7−2 + 2√

7−3 .

8. Óïðîñòèòå
√

17− 12
√

2 · (6 + 4
√

2).
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9. Ñêîëüêî ïðîñòûõ ÷èñåë ëåæèò íà îòðåçêå [0; 31]?

10. Ïðè äåëåíèè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà 3 â îñòàòêå ïîëó÷àåòñÿ 2.
×åìó ðàâåí îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà n2 + 5n íà 9?
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Âûðàæåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè. Ìíîãî÷ëåíû

1. Ìíîãî÷ëåíû è èõ ñâîéñòâà.
2. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé.
3. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé.
4. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ

âûðàæåíèé íà ìíîæåñòâå.
5. Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâ.

Ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ. Îäíî÷ëåíû è
ìíîãî÷ëåíû

Ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ:

1) (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2;

2) (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2;

3) a2 − b2 = (a+ b)·(a− b);

4) a3 + b3 = (a+ b)·(a2 − ab+ b2);

5) a3 − b3 = (a− b)·(a2 + ab+ b2);

6) (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3;

7) (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3.
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Òîæäåñòâî � ýòî ðàâåíñòâî, âåðíîå ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíè-
ÿõ ïåðåìåííûõ. Åñëè â äàííîå ðàâåíñòâî ïîäñòàâèòü âìåñòî ïåðåìåííûõ
ëþáûå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ, òî äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ âåðíîå ÷èñëîâîå ðà-
âåíñòâî. Òîæäåñòâàìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà äåéñòâèé íàä ÷èñ-
ëàìè:

1. a+ b = b+ a;

2. a+ (b+ c) = (a+ b) + c;

3. a·b = b·a;

4. a·(b·c) = (a·b)·c;

5. a·(b+ c) = a·b+ a·c;

6. a+ 0 = a;

7. a·0 = 0;

8. a·1 = a;

9. a·(−1) = −a.

Åñëè äâà âûðàæåíèÿ ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû, òî òàêèå âûðàæåíèÿ íàçûâàþò òîæäåñòâåííî ðàâíûìè.
Íèæå ïðåäñòàâëåíû íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òîæäåñòâåííî ðàâíûõ âûðàæå-
íèé:
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1) (a2)4 è a8;

2) a·b·(−a2b) è −a3·b2;

3) ((x3·x8) : x) è x10.

Âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü îäíî âûðàæåíèå ëþáûì äðóãèì âûðàæåíè-
åì, òîæäåñòâåííî ðàâíûì ïåðâîìó. Òàêàÿ çàìåíà áóäåò ÿâëÿòüñÿ òîæ-
äåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü òîæäåñòâî
íóæíî ñäåëàòü òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáåèõ èëè îäíîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà, è ïîëó÷èòü ñëåâà è ñïðàâà îäèíàêîâûå àëãåáðàè÷åñêèå âûðà-
æåíèÿ.

Íàïðèìåð, ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå:

x3 − x
x2 − x

Ðåøåíèå.

x3 − x
x2 − x

=
x(x2 − 1)

x− 1
=
x(x− 1)(x+ 1)

x(x− 1)
= (x+ 1) ;

x3 − x
x2 − x

= (x+ 1) ;

ãäå õ 6= 0 è õ 6= 1, òàê êàê çíàìåíàòåëü íå ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ.
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Ïðèìåð. Äîêàçàòü òîæäåñòâî 2t− (17− (t− 7)) = 3(t− 8).

Ðåøåíèå. Âûïèøåì îòäåëüíî ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà è ïðåîáðàçóåì,
òî åñòü ïîïûòàåìñÿ äîêàçàòü, ÷òî îíà ðàâíà ïðàâîé ÷àñòè.

Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê (îáåèõ) çíàêè ïîìåíÿåì, òàê êàê ïåðåä ñêîá-
êàìè ñòîèò çíàê ìèíóñ:

2t−(17−(t−7)) = 2t−17+(t−7) = 2t−17+t−7 = 3t−24 = 3(t−8).
Ïîëó÷èëè, ÷òî 3(t− 8) = 3(t− 8).

Çíà÷èò, èñõîäíîå ðàâåíñòâî − òîæäåñòâî.

Îäíî÷ëåí - ýòî ïðîèçâåäåíèå äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé,
êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ÷èñëî, ëèáî áóêâà, ëèáî ñòåïåíü áóêâû. Íàïðè-
ìåð, 3a2b4, bd3, −17abc - îäíî÷ëåíû. Åäèíñòâåííîå ÷èñëî èëè åäèíñòâåí-
íàÿ áóêâà òàêæå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ îäíî÷ëåíîì. Ëþáîé ÷èñëîâîé ìíîæè-
òåëü â îäíî÷ëåíå íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì.

Îäíî÷ëåíû íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ ëèøü êîýô-
ôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó, åñëè äâà èëè íåñêîëüêî îäíî÷ëåíîâ èìåþò îäè-
íàêîâûå áóêâû èëè èõ ñòåïåíè, îíè ïîäîáíû. Ñòåïåíü îäíî÷ëåíà - ýòî
ñóììà ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé âñåõ åãî áóêâ.

Åñëè ñðåäè ñóììû îäíî÷ëåíîâ åñòü ïîäîáíûå, òî ñóììà ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåíè-
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åì ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

Ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ îäíî÷ëåíîâ ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè òîëüêî
îíî ñîäåðæèò ñòåïåíè îäíèõ è òåõ æå áóêâ èëè ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ñêëàäûâàþòñÿ, à ÷èñëîâûå êîýôôè-
öèåíòû ïåðåìíîæàþòñÿ.

Íàïðèìåð, 5a x3z8 (−7a3x3y2) = − 35a4x6y2z8 .

×àñòíîå äâóõ îäíî÷ëåíîâ ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè äåëèìîå è äåëèòåëü
èìåþò íåêîòîðûå ñòåïåíè îäíèõ è òåõ æå áóêâ èëè ÷èñëîâûå êîýôôè-
öèåíòû. Â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äåëèòåëÿ âû÷èòàåòñÿ èç ïî-
êàçàòåëÿ ñòåïåíè äåëèìîãî, à ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò äåëèìîãî äåëèòñÿ
íà ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò äåëèòåëÿ.

Íàïðèìåð, 35a4x3z9 : 7ax2z6 = 5a3xz3.

Ìíîãî÷ëåí � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà îäíî÷ëåíîâ. Ñòåïåíü ìíîãî-
÷ëåíà åñòü íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé îäíî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â äàííûé ìíî-
ãî÷ëåí.

Ïðîèçâåäåíèå ñóììû äâóõ èëè íåñêîëüêèõ âûðàæåíèé íà ëþáîå âû-
ðàæåíèå ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ íà ýòî âûðà-
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æåíèå.

Íàïðèìåð, (p + q + r) a = pa + qa + ra. Âìåñòî áóêâ p, q, r, a
ìîæåò áûòü âçÿòî ëþáîå âûðàæåíèå.

Íàïðèìåð, (x+ y + z)(a+ b) = x(a+ b) + y(a+ b) + z(a+ b) =

= xa+ +xb+ ya+ yb+ za+ zb.

Ðàöèîíàëüíûì âûðàæåíèåì íàçûâàþò âûðàæåíèå, â êîòîðîì, îòíî-
ñèòåëüíî âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ è ÷èñåë, íå âûïîëíÿåòñÿ íèêàêèõ
äðóãèõ îïåðàöèé êðîìå îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äå-
ëåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â öåëóþ ñòåïåíü.

Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ 0, 25 + x è x2+5xy
25 ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè.

Öåëûå ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ íå ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ â çíàìåíà-
òåëå äðîáè. Äðîáíûå ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ â
çíàìåíàòåëå äðîáè.

Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ 0, 25 + x è x2+5xy
25 � öåëûå, à âûðàæåíèå 3x−2

x−2
� äðîáíîå.

Âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ âûðàæåíèå èìååò ñìûñë, îá-
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ðàçóþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (èëè îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé) ïåðå-
ìåííûõ âûðàæåíèÿ.

Â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé èñïîëüçóþò ôîð-
ìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, äåéñòâèÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè äðîáÿìè,
ñïîñîáû ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè.

Ðàçëîæåíèåì ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè íàçûâàþò òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå åãî â ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé.

×àñòíîå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, çàïèñàííîå ñ ïîìîùüþ ÷åðòû äåëåíèÿ,
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé äðîáüþ.

Ñîêðàòèòü äðîáü � çíà÷èò ðàçäåëèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ýòîé
äðîáè íà èõ îáùèé ìíîæèòåëü. ×òîáû ñîêðàòèòü àëãåáðàè÷åñêèå äðîáè,
íóæíî ðàçëîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà ìíîæèòåëè; ñîêðà-
òèòü îäèíàêîâûå ìíîæèòåëè.

Íàïðèìåð, ñîêðàòèì äðîáü: a2+4ab+4b2

a2−4b2 .

Ðåøåíèå.
Ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè: (a+2b)

2

(a+2b)(a−2b) .

Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà (a+ 2b), ïîëó÷èì: a+2b
a−2b .
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Èòàê, äåéñòâèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêèìè äðîáÿìè âûïîëíÿþòñÿ ïî ñëå-
äóùèì ïðàâèëàì:

1. Ñëîæåíèå äðîáåé: ab + c
d = a·d+c·b

b·d

2. Âû÷èòàíèå äðîáåé: ab −
c
d = a·d−c·b

b·d

3. Óìíîæåíèå äðîáåé: ab ·
c
d = a·c

b·d

4. Äåëåíèå äðîáåé: ab : c
d = a·d

b·c

5. Îñíîâíîå ñâîéñòâî äðîáè: acbc = a
b

6. Âîçâåäåíèå äðîáè â ñòåïåíü:
(
a
b

)n
= an

bn

Èððàöèîíàëüíûìè íàçûâàþò âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ
ïîä çíàêîì ðàäèêàëà (êîðíÿ).

Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ 0, 25 +
√
x è

3
√
3y−2
x−2 � èððàöèîíàëüíûå.

Âûïîëíÿÿ òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èððàöèîíàëüíûõ âûðàæå-
íèé íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî:

1) âûðàæåíèÿ, çàïèñàííûå ïîä çíàêàìè êîðíåé ÷åòíîé ñòåïåíè, íå ìî-
ãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè;
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2) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èððàöèîíàëüíîãî âûðàæåíèÿ ìîæåò èçìåíèòü-
ñÿ è â ðåçóëüòàòå ñîêðàùåíèÿ äðîáè íà ìíîæèòåëü, ñîäåðæàùèé
ïåðåìåííóþ, è â ðåçóëüòàòå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà â
÷åòíóþ ñòåïåíü.

Â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé èñïîëüçóþò
ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, äåéñòâèÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè äðîáÿ-
ìè, ñïîñîáû ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè.

Ñâîéñòâà êîðíåé

1. n
√
a n
√
b = n
√
ab;

2. n
√

m
√
a = n·m

√
a = a

1
mn ;

3.
n
√
a

n
√
b

= n
√

a
b = (ab )

1
n ;

4. 2n
√
a2n = |a|;

5. 2n+1
√
a2n+1 = a;

6. n
√
a =

kn
√
ak.

Îäíî èç òèïè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé � èç-
áàâëåíèå îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå.
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à) Åñëè â çíàìåíàòåëå ñòîèò âûðàæåíèå âèäà
√
a+
√
b, òî íåîáõîäèìî

÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü óìíîæèòü íà ñîïðÿæåííîå ê íåìó âûðàæåíèå√
a−
√
b.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà (
√
a+
√
b) (
√
a−
√
b) = a− b

á) Åñëè â çíàìåíàòåëå ñòîèò âûðàæåíèå 3
√
a + 3
√
b (èëè 3

√
a− 3
√
b), òî

÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü óìíîæàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íà

3
√
a2 − 3

√
ab+

3
√
b2 (èëè 3

√
a2 + 3

√
ab+

3
√
b2).

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìóëû

( 3
√
a+ 3
√
b)(

3
√
a2 − 3

√
ab+

3
√
b2) = ( 3

√
a)3 + ( 3

√
b)3 = a+ b,

( 3
√
a− 3
√
b)(

3
√
a2 + 3

√
ab+

3
√
b2) = ( 3

√
a)3 − ( 3

√
b)3 = a− b.

Ïðèìåð 1. Èçáàâèòüñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå:
à) 1√

2
; á) 1

3
√
2
; â) 1√

2+1
; ã) 1

3
√
2+1

; ä) 1
3
√
4+ 3
√
2+1

; å) 1
1+
√
2−
√
3
.

Ðåøåíèå:

a) 1√
2

=
√
2√

2
√
2

=
√
2
2 ;

á) 1
3
√
2

=
3
√
22

3
√
22· 3
√
2

=
3
√
4
2 ;

â) 1√
2+1

=
√
2−1

(
√
2+1)(

√
2−1) =

√
2−1
2−1 =

√
2− 1;
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ã) 1
3
√
2+1

=
3
√
22− 3
√
2·1+ 3

√
1

(
3
√
22+1)(

3
√
22− 3
√
2·1+ 3

√
1)

=
3
√
4− 3
√
2+1

( 3
√
2)3+13

=
3
√
4− 3
√
2+1

3 ;

ä) 1
3
√
4+ 3
√
2+1

= 1
3
√
22+ 3
√
2+1

=
3
√
2−1

( 3
√
2−1)( 3

√
22+ 3
√
2+1)

=
3
√
2−1
2−1 = 3

√
2− 1;

å) 1
1+
√
2−
√
3

= 1
(1+
√
2)−
√
3

= (1+
√
2)+
√
3

[(1+
√
2−
√
3)]·[(1+

√
2+
√
3)]

= 1+
√
2+
√
3

(1+
√
2)2−( 3

√
3)2

=

= 1+
√
2+
√
3

1+2
√
2+2−3 = 1+

√
2+
√
3

2
√
2

= (1+
√
2+
√
3)·
√
2

2·
√
2
√
2

= (1+
√
2+
√
3)·
√
2

4 .

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå:

a)
√

11 + 6
√

2; á)
√

27− 10
√

2; â) (
√

1 + 2n
1+n2 +

√
1− 2n

1+n2 )·(1+n−2)0,5

Ðåøåíèå:

a)
√

11 + 6
√

2 =
√

9 + 2 · 3
√

2 + 2 =
√

33 + 2 · 3 ·
√

2 + (
√

2)2 =

=
√

(3 +
√

2)2 = |3 +
√

2| = 3 +
√

2, ò.ê 3 +
√

2 > 0.

á)
√

27− 10
√

2 =
√

25− 2 · 5
√

2 + 2 =
√

52 − 2 · 5 ·
√

2 + (
√

2)2 =

=
√

(5−
√

2)2 = |5−
√

2| = 5−
√

2; ò.ê 5−
√

2 > 0.

â) A = (
√

1 + 2n
1+n2 +

√
1− 2n

1+n2 ) · (1 + n−2)0,5 =
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= (
√

1+n2+2n
1+n2 +

√
1+n2+2n
1+n2 ) ·(1+ 1

n2 )
0,5 = (

√
(1+n)2

1+n2 +
√

(n−1)2
1+n2 ) ·

√
n2+1
n2 =

= ( |1+n|+|n−1|√
1+n2

) ·
√
n2+1
|n| = |1+n|+|n+1|

|n| .

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ n âûðàæåíèÿ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ìåíÿþò çíàê:
n = −1, n = 1, n = 0.

1) Åñëè n < −1, òî

A = −(1+n)−(n−1)
−n = −1−n−n+1

−n = 2

2) Åñëè −1 ≤ n < 0, òî

A = (1+n)−(n−1)
−n = 1+n−n+1

−n = − 2
n

3) Åñëè 0 < n < 1, òî

A = (1+n)−(n−1)
n = 1+n−n+1

n = 2
n

4) Åñëè n ≥ 1, òî

A = (1+n)+(n−1)
n = 2

Îòâåò: A=


2, n < −1n ≥ 1,

− 2
n , − 1 ≤ n < 0,

2
n , 0 < n < 1.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 5 è 6
Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Çàïèøèòå ôîðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ.

2. Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ðàâåíñòâ ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè:

à) x− 5 = 10; á) (a3)2 = a5; â) (a3)2 = a6; ã) a3 : a2 = a.

3. Ïðîèçâåäèòå óìíîæåíèå ïî ôîðìóëàì:

à) (1+2x2)2; á)(3ab−1) · (3ab+1); â)(1−a) · (1+a+a2); ã)(y3−x2)3.

4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ õ ñëåäóþùèå äðîáè íå èìåþò ñìûñëà:

à) x−1
x+1 ; á)

2x
16−x2 ; â)

abc
(x+a)(x−b)(x+c)?

5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ: à) a
a+3+ 10a

a2+a−6 :
5

a−2 ; á)
a4+a2−2

a3−a2+2a−2 .

6. Ñîêðàòèòå äðîáü: õ2−4õó+3ó2

õ2−5õó+4ó2 .

7. Âûïîëíèòå ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå è äåëåíèå äðîáåé:
x2+xy+y2

x3+3xy(x+y)+y3 è
x2−y2
x3−y3 .

8. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:
(
x+y
x−y −

x−y
x+y

)
÷
(
x2+y2

x2−y2 −
x2−y2
x2+y2

)
9. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

√(√
3− 1

)2
+

√(√
3− 2

)2
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10. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: x+8

x
2
3−2 3
√
x+4
− x−8

3
√
x2+2x

1
3+4

11. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 7
√
x2−6x+9
3−x − 3

√
x2+2x+1
x+1 +

√
−20x−4x2−24√
−5x−6−x2 .

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 3a−3b
4c+4y : a2−b2

c2−y2−c−y

2. Ñîêðàòèòü äðîáü: 2a2+ab−b2
a+b

3. Äîêàæèòå òîæäåñòâî:(
2a

2a+b −
4a2

4a2+4ab+b2

)
÷
(

2a
4a2−b2 + 1

b−2a
)

+ 8a2

2a+b = 2a

4. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

f (a, b, c) =
1
a + 1

b+c
1
a −

1
b+c

·
(

1 +
b2 + c2 − a2

2bc

)
5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

x2 − 1

x2 + x− 6
:
x2 + 4x+ 3

x2 − 4

6. Ïðåîáðàçóéòå â ìíîãî÷ëåí âûðàæåíèå (x− 7)(x− 5)− x(x− 12) è
âûáåðèòå ïðàâèëüíûé âàðèàíò îòâåòà:
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1) x2 − 12x+ 35;

2) 35;

3) −14x+ 35;

4) 2x2 − 14x+ 35.

7. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå

f (a, b) =
√

a+b2

b + 2
√
a−

√
a+b2

b − 2
√
a , ãäå a ≥ 0, b > 0.

8. Ñîêðàòèòå äðîáü:
1− 6c+ y − 6cy

1− 12c+ 36c2
.
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×èñëîâûå íåðàâåíñòâà è èõ ñâîéñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî
íåðàâåíñòâ

1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà.
2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåðàâåíñòâ.
3. Îñíîâíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ.
4. Çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ.

Âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ðàçáèâàþòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, îò-
ðèöàòåëüíûå ÷èñëà è ÷èñëî íóëü. Äëÿ òîãî ÷òîáû óêàçàòü, ÷òî ÷èñëî à
ïîëîæèòåëüíî, ïîëüçóþòñÿ çàïèñüþ a > 0; ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè; åñëè ÷èñ-
ëî à îòðèöàòåëüíî, òî ÷èñëî �à ïîëîæèòåëüíî (è íàîáîðîò); äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà à íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
r, ÷òî r < a. Ýòè îñíîâíûå ôàêòû ëåæàò â îñíîâå òåîðèè íåðàâåíñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Íåðàâåíñòâî a > b (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, b < a) ðàâ-
íîñèëüíî òîìó, ÷òî a − b > 0. Íåðàâåíñòâî a < 0 îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî a
îòðèöàòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå. Íåðàâåíñòâî a ≥ b (èëè, òî æå ñàìîå, b ≤ a) îçíà÷àåò,
÷òî ëèáî a > b, ëèáî a = b.
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Îïðåäåëåíèå. Íåðàâåíñòâà a > b è b < a íàçûâàþò ñòðîãèìè íåðà-
âåíñòâàìè, à íåðàâåíñòâà a ≥ b è b ≤ a íàçûâàþò íåñòðîãèìè íåðàâåí-
ñòâàìè.

Íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâàìè âèäà a > b è a ≥ b îïðåäåëÿþò äâîéíûå
íåðàâåíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíîå íåðàâåíñòâî a < b < c îçíà÷àåò, ÷òî a < b

è b < c. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äâîéíûå íåðàâåíñòâà a ≤ b ≤ c,
a ≤ b < c, a < b ≤ c.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåðàâåíñòâ

1. Åñëè a > b è b > c, òî a > c (òðàíçèòèâíîñòü).

2. Åñëè a > b, òî ïðè ëþáîì ñ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî a+ c > b+ c.

3. Åñëè a+ b > c, òî a > c− b.

4. Åñëè a > b è c > d, òî a > b.

5. Åñëè a > b, òî ïðè c > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî ac > bc, à ïðè c < 0
âåðíî íåðàâåíñòâî ac < bc.

6. Åñëè a > b > 0 è c > d > 0, òî ac > bd.
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7. Åñëè a ≥ b > 0 è c > d > 0, òî a
d >

b
c .

Çàìå÷àíèå: ïðè a = b = 1, åñëè c > d > 0, òî 1
c <

1
d.

8. Åñëè a > b ≥ 0, òî an > bn, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

9. Åñëè a > b, òî a2n+1 > b2n+1, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

10. Åñëè a > b ≥ 0, òî n
√
a > n
√
b, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

11. Åñëè a > b, òî 2n+1
√
a > 2n+1

√
b, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå. Íåðàâåíñòâî a2 > b2 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà |a| > |b|.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ îïèðàåòñÿ íà îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Äî-
êàæåì, íàïðèìåð, ñâîéñòâî 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a > b, òî ðàçíîñòü a− b, åñòü ÷èñëî ïîëîæè-
òåëüíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, çíàê ðàçíîñòè ac − bc = c (a− b) ñîâïàäàåò ñî
çíàêîì ÷èñëà ñ. Ïðè c > 0 ýòà ðàçíîñòü ïîëîæèòåëüíà è ïîýòîìó ac > bc,
à åñëè c < 0 , òî ðàçíîñòü îòðèöàòåëüíà è ac < bc.

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Îñíîâíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ

I. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà f (a, b, c, ..., z) > g (a, b, c, ..., z) ýòèì
ñïîñîáîì íà çàäàííîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ a, b, c, . . . , z ñî-
ñòàâëÿþò ðàçíîñòü f (a, b, c, ..., z)− g (a, b, c, ..., z) è äîêàçûâàþò, ÷òî îíà
ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 1. (íåðàâåíñòâî Êîøè)
Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ a ≥ 0, b ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

a+b
2 ≥

√
ab (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì ðàçíîñòü a+b
2 −

√
ab è âûÿñíèì åå çíàê.

Èìååì: a+b2 −
√
ab = a−2

√
ab+b
2 =

(
√
a−
√
b)

2

2 . Âûðàæåíèå
(
√
a−
√
b)

2

2 íåîòðèöà-
òåëüíî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ a ≥ 0, b ≥ 0 (óñëîâèÿ a ≥ 0,
b ≥ 0 îïðåäåëÿþò ñóùåñòâîâàíèå

√
a è
√
b), ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà

èìååò ìåñòî ëèøü ïðè a=b. Òî åñòü a+b
2 −

√
ab ≥ 0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

a+b
2 ≥

√
ab.

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ab > 0, òî

a
b + b

a ≥ 2 (2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: a
b + b

a − 2 = a2+b2−2ab
ab = (a−b)2

ab . Òàê êàê

ab > 0, òî (a−b)2
ab ≥ 0, ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî ëèøü ïðè a=b.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü a
b + b

a − 2 íåîòðèöàòåëüíà è íåðàâåíñòâî (2)
äîêàçàíî.

II. Ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ

Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî âûâîäÿò èç íåêîòîðûõ îïîðíûõ
(èçâåñòíûõ) íåðàâåíñòâ. Â êà÷åñòâå îïîðíûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùèå íåðàâåíñòâà:

a) a2 ≥ 0,

á) íåðàâåíñòâî Êîøè (1),

â) a
b + b

a ≥ 2, ïðè ab > 0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (2),

ã) ax2 + bx+ c ≥ 0 ïðè a > 0, b2 − 4ac < 0,

ä) a2 + b2 ≥ 2ab äëÿ âñåõ ÷èñåë a è b.

Ïðèìåð 3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a, b è c èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ac (3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå îïîðíûõ, âûáåðåì íåðàâåíñòâà

a2 + b2 ≥ 2ab, b2 + c2 ≥ 2bc, c2 + a2 ≥ 2ca

Ñëîæèì ïî÷ëåííî ýòè íåðàâåíñòâà, à çàòåì ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïîëó-
÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà äâà. Ïîëó÷èì íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî.

Ïðèìåð 4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b,
c, d èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

a+ b+ c+ d

4
≥ 4
√
abcd.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ â êà÷åñòâå îïîðíûõ íåðàâåíñòâàìè
Êîøè a+b

2 ≥
√
ab è c+d

2 ≥
√
cd. Òîãäà ïîëó÷èì:

a+b+c+d
4 =

a+b
2 + c+d

2

2 ≥
√
ab+
√
cd

2 ≥
√√

ab ·
√
cd = 4
√
abcd, ÷.ò.ä.

III. Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ¾îò ïðîòèâíîãî¿ âûñêàçûâàíèÿ ¾èç À ñëåäóåò
Â¿ ïðèìåíÿþò â ñëåäóþùåé ôîðìå: ñ÷èòàþò èñòèííûì âûñêàçûâàíèå
¾íå âûïîëíÿåòñÿ Â¿ è ïûòàþòñÿ âûâåñòè îòñþäà ñïðàâåäëèâîñòü âû-
ñêàçûâàíèÿ ¾íå âûïîëíÿåòñÿ À¿. Åñëè ýòî óäàåòñÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ ïðî-
òèâîðå÷èå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î íåâåðíîñòè À �
îøèáî÷íî. Ïîêàæåì, êàê ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
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íåðàâåíñòâ.

Ïðèìåð 5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà à âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

a2 + 2√
a2 + 1

≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà
à ðàññìàòðèâàåìîå íåðàâåíñòâî íåâåðíî, òî åñòü èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî: a2+2√

a2+1<2
. Ïî ñâîéñòâó 5 ìîæíî óìíîæèòü îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà

ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
√
a2 + 1, ïðè ýòîì çíàê íåðàâåíñòâà íå èçìåíèòñÿ:

a2 + 2 < 2 +
√
a2 + 1 . Ïî ñâîéñòâó 2 ìîæíî âû÷åñòü èç îáåèõ ÷àñòåé

íåðàâåíñòâà âûðàæåíèå 2+
√
a2 + 1. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâîé ÷àñòè

ïîëó÷èì:
a2 + 2− 2

√
a2 + 1 = (a2 + 1)− 2

√
a2 + 1 + 1 = (

√
a2 + 1 + 1)2 < 0,

òî åñòü (
√
a2 + 1 + 1)2 < 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè à, òàê
êàê ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íå ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò âåðíîñòü èñõîäíîãî íåðà-
âåíñòâà.

IV. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè
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Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïðî-
âîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1. Ïðîâåðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ n,
íàïðèìåð, äëÿ n=1.

2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n=k.

3. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n=k+1.

Ïðèìåð 6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n = 2, 3, 4, . . ., òî√
1 +
√

2 + · · ·+
√
n > n.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïðè n = 2 íåðàâåíñòâî âåðíî:
√

1 +
√

2 > 2 . Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü,
âîçâåäÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà â êâàäðàò (ò.ê. îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà
ïîëîæèòåëüíû, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî ñâîéñòâó 8).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
√

1 +
√

2 + ...+
√
k > k .

3. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ n = k + 1, òî
åñòü

√
1 +
√

2 + ... +
√
k +
√
k + 1 > k + 1. Òàê êàê , òî , òàê êàê√

k + 1 > 1 äëÿ âåõ çíà÷åíèé k>1.
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Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä
î òîì, ÷òî íåðàâåíñòâî

√
1 +
√

2 + ... +
√
n > n âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ n = 2, 3, 4, . . ..

Íåêîòîðûå âàæíûå íåðàâåíñòâà

1. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|a+ b| ≤ |a|+ |b|.

2. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|a− b| ≥ ||a| − |b||.

3. Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
a2 + b2 ≥ 2|ab|.

4. Åñëè a è b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà îäíîãî çíàêà, òî a
b + b

a ≥ 2.

Íåðàâåíñòâî äëÿ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî è ñðåäíåãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî n íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (íåðàâåíñòâî

Êîøè)

Åñëè a1, a2, · · · , an - ëþáûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òî

a1,a2,··· ,an
n ≥ n

√
a1a2 · · · an (4)

Ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ëèøü ïðè a1 = a2 = · · · = an
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Íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 <

< (a1
2 + a2

2 + · · ·+ an
2) · (b12 + b2

2 + · · ·+ bn
2) (5)

Ðàâåíñòâî â (4) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà ak
è bk ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà α è β, ÷òî
α2+β2 6= 0 è äëÿ âñåõ k=1,2,. . . ,n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî α·ak+βk = 0.

Ñâÿçü ìåæäó ¾ñðåäíèìè¿

n
1
a1

+···+ 1
an

≤ n
√
a1 · · · an≤a1 +···+ an

n ≤
√

a21+···+a2n
n , òî åñòü ñðåäíåå ãàðìî-

íè÷åñêîå ≤ ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ≤ ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ≤
ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî (ai � ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë, i =1, 2,3,. . . , n).

Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà (îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî)
Äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, a3, a4, · · · , an è
b1, b2, b3, b4, · · · , bn ïðè ëþáîì ð>1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
|a1 · b1 + · · ·+ an · bn|≤
≤ (|a1|p + . . . + |an|p)1/p (|b1|q + . . . + |bn|q)1/q, ãäå q = p

p−1 .
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Ïðèìåð 7. Äîêàæèòå, ÷òî
1

10041/2·10043/2 + 1
10051/2·10063/2 + · · ·+ 1

20071/2·20083/2 <
1

2008

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n âåðíî ðàâåíñòâî

1
n1/2·(n+1)3/2

< 1
n·(n+1) = 1

n −
1

n+1

Ïîýòîìó
1

10041/2·10043/2 + 1
10051/2·10063/2 + · · ·+ 1

20071/2·20083/2 <

< ( 1
1004 −

1
1005) + ( 1

1005 −
1

1006) + · · ·+ ( 1
2007 −

1
2008) = 1

1004 −
1

2008 = 1
2008

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 8. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
1
2 ·

3
4 ·

5
6 · · · · ·

2n−1
2n ≤

1√
3n+1

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

1) Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðè íàèìåíüøåì n:

n = 1 : 1
2 ≤

1
2 - âåðíî;

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî

n = k, n ∈ N
1
2 ·

3
4 ·

5
6 · ... ·

2k−1
2k ≤

1√
3k+1

;
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3) Äîêàæåì, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå âåðíîå ïðè ëþáîì
1
2 ·

3
4 ·

5
6 · ... ·

2(2k−1)−1
2(k+1) ≤

1√
3(k+1)+1

;

1
2 ·

3
4 ·

5
6 · ... ·

2k+1
2k+2 ≤

1√
3k+4

;

1
2 ·

3
4 ·

5
6 · ... ·

2k−1
2k ·

2k+1
2k+2 ≤

1√
3k+4

;

Óñèëèì íåðàâåíñòâî:
1
2 ·

3
4 ·

5
6 · ... ·

2k−1
2k ·

2k+1
2k+2 ≤

1√
3k+4
· 2k+1
2k+2 ;

Äîêàæåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî:
2k+1
2k+2 ·

1√
3k+1
≤ 1√

3k+4
;

(2k+1)√
3k+1
·
√

3k + 1 ·
√

3k + 4 ≤
√

3k + 1 · (2k + 2);

(2k + 1) ·
√

3k + 4 ≤ (2k + 2)
√

3k + 1;

(2k + 1)2 · (3k + 4) ≤ (2k + 2)2(3k + 1);

(4k2 + 4k + 1) · (3k + 4) ≤ (4k2 + 8k + 4)(3k + 1);

12k3 + 12k2 + 3k+ 16k2 + 16k+ 4 ≤ 12k3 + 24k2 + 12k+ 4k2 + 8k+ 4;

19 ≤ 20 - âåðíî.

Èñõîäíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ïðèìåð 9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë a, b è c âåðíî íåðàâåíñòâî: (a+ b+ c)(1a + 1

b + 1
c) ≥ 9.

Ðåøåíèå. Ðàñêðîåì ñêîáêè

(a+ b+ c)(1a + 1
b + 1

c) = 1 + a
b + a

c + b
a + 1 + b

c + c
a + c

b + 1− 9 ≥ 0.

Ïåðåãðóïïèðóåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà è ïîëó÷èì:

(ab + b
à
� 2) + (àc+

c
à
� 2) + (bc + c

b � 2) ≥ 0,
(ab + b

a ≥ 2, ac + c
a ≥ 2, bc + c

b ≥ 2).

Ïðèìåð 10. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè à ≥ 0, b ≥ 0, òî èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî 1+a+b

2 ≥ 1+a+b+ab
2+a+b .

Ðåøåíèå. Äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî âåðíî, åñëè

2
1+a+b ≤

2+a+b
1+a+b+ab ,

2
1+a+b ≤

1+a+1+b
(1+a)(1+b) ,

2
1+a+b ≤

1
1+a + 1

1+b ,
1

1+a+b + 1
1+a+b ≤

1
1+a + 1

1+b , ÷òî î÷åâèäíî.

Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè a = b = 0.

Ïðèìåð 11. Î ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ a, b è c,
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1
a + 1

b + 1
c ≥ a+ b+ c. Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c ≥ 3abc.

Ðåøåíèå. Óìíîæèì íåðàâåíñòâî 1
a + 1

b + 1
c ≥ a + b + c íà îáùèé

çíàìåíàòåëü, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî: bc+ ac+ ab ≥ (a+ b+ c)abc.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî, âåðíîå ïðè âñåõ a, b è c:
(a+ b+ c)2 ≥ 3(bc+ ac+ ab). Èçâåñòíî, ÷òî (a+ b)2 ≥ 0, (a+ c)2 ≥ 0,
(c + b)2 ≥ 0. Çíà÷èò, 2ab ≤ a2 + b2, 2ac ≤ a2 + c2, 2b ≤ c2 + b2. Ñëîæèì
òðè ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà è ðàçäåëèì ïîëó÷èâøååñÿ íåðàâåíñòâî íà 2.
Ïîëó÷èì, ÷òî a2 + b2 + c2 ≥ bc + ac + ab. Ýòî íåðàâåíñòâî çàïèøåì â
âèäå: a2 + b2 + c2 + 2(bc + ac + ab) ≥ 3(bc + ac + ab) è ïîëó÷èì, ÷òî
(a + b + c)2 ≥ 3(bc + ac + ab). Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî:
(a+ b+ c)2 ≥ 3(bc+ ac+ ab) ≥ 3(a+ b+ c)abc, a+ b+ c ≥ 3abc.

Ïðèìåð 12. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîâû áû íè áûëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà a1, a2, a3, a4,. . . .,anè b1, b2, b3, b4,. . . ,bn âñåãäà√

a21 + b21 + . . . +
√
a2n + b2n ≥

√
(a1 + · · ·+ an)

2 + (b1 + · · ·+ bn)
2.

Ïðè êàêîì óñëîâèè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî?

Ðåøåíèå.
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Îòìåòèì, ÷òî ñ ñàìîãî íà÷àëà, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü âñå a1, a2, a3,
a4,. . . .,anè b1, b2, b3, b4,. . . ,bnïîëîæèòåëüíûìè. Ðàññìîòðèì ëîìàíóþ
À0À1À2. . . .Àn, òàêóþ, ÷òî ïðîåêöèè îòðåçêîâ À0À1, À1À2,. . . ,Àn−1Àn íà
îñü Îõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a1, a2, a3, a4,. . . .,an, à íà îñü Îó � b1, b2,
b3, b4,. . . ,bn. Ïðè ýòîì êàæäàÿ âåðøèíà ëîìàíîé áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ
ïðàâåå è âûøå ïðåäøåñòâóþùåé.

Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà ñëåäóåò, ÷òî À0À1 =
√
a21 + b21, À1À2=

√
a22 + b22,

. . . , Àn−1Àn=
√
a2n + b2n, À0Àn =

√
(a1 + · · ·+ an)

2 + (b1 + · · ·+ bn)
2.

Îòñþäà è ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî çàäà÷è.
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Ëîìàíàÿ À0À1À2. . . .Àn áóäåò ðàâíà îòðåçêó À0Àn òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, åñëè âñå åå çâåíüÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè îäíî äðóãîãî (ëîìàíàÿ
ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ïðÿìîé). Ýòî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè
à1
b1
= à2

b2
= . . . = àn

bn
. Ëèøü â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî:√

a21 + b21 + . . . +
√
a2n + b2n =

√
(a1 + · · ·+ an)

2 + (b1 + · · ·+ bn)
2.

Ïðèìåð 13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî 4n

n+1 <
(2n)!

(n!)
2 .

Ðåøåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà èñïîëüçóåì ìåòîä ìàòå-
ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè n=2 èìååì: 16

3 < (4)!

(2!)
2 , ÷òî î÷åâèäíî. Äîïó-

ñòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = k, òî åñòü âåðíî 4k

k+1 <
(2k)!

(k!)
2

(1) è äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî èìååò ìåñòî è ïðè n = k + 1, òî åñòü
4k+1

k+2 <
(2(k+1))!

((k+1)!)
2 (2). Èìååì 4k+1

k+2 = 4k·4 (k+1)
(k+2)(k+1) (3). Èç (1) è (3) ñëåäóåò, ÷òî

4k+1

k+2 <
(2k+2)!·2

(k)!)
2·(2k2+5k+2)

< (2k+2)!·2
(k)!)

2·2·(k+1)
2 = (2(k+1))!

((k+1)!)
2 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè âåðíî (1), òî âåðíî è (2). Íà
îñíîâàíèè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî äîêàçûâà-
åìîå íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n≥ 2.

Ïðèìåð 14. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
√
a2 + b2 + c2 ≤ |a|+ |b| + |c|.
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Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî a2 + b2 + c2≤ (|a|+ |b| + |c|)2, òî åñòü
a2 + b2 + c2≤ a2 + b2 + c2 + 2|a| |b| + 2|a| |c| + 2|c| |b|, ÷òî î÷åâèäíî.
Ïîýòîìó

√
a2 + b2 + c2 ≤ |a|+ |b| + |c|. Ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, åñëè, ïî

êðàéíåé ìåðå, äâà èç ÷èñåë a, b, c ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåð 15. Ïóñòü x, y, z � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî∣∣∣x−óx+ó
+ ó−z

ó+z + z−x
z+x

∣∣∣ < 1.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà.∣∣∣x−óx+ó
+ ó−z

ó+z + z−x
z+x

∣∣∣ =
∣∣∣x−óx+ó

+ ó−z
ó+z + z−ó+ó−x

z+x

∣∣∣ =

=
∣∣∣(x− y)( 1

x+ó
− 1

x+z) + (y − z)( 1
z+y + 1

z+x)
∣∣∣ =

=
∣∣∣(x− y) z−y

(x+ó)(z+x) + (y − z) x−y
(z+y)(z+x)

∣∣∣ =

=
∣∣∣ (x−y)(z−y)(z+x)

(
1

x+y + 1
y+z

)∣∣∣ =
∣∣∣x−óx+ó

∣∣∣ · ∣∣∣ó−zó+z

∣∣∣ · |z−xz+x|.

Òàê êàê x, y, z � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî |x− y| < x+ y,
|y − z|< y+z, |z − x|< z+x, ïîýòîìó êàæäûé ñîìíîæèòåëü â ïîñëåäíåì
âûðàæåíèè ìåíüøå 1, à, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïðîèçâåäåíèå ìåíüøå 1.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 7

Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. ×òî íàçûâàþò ÷èñëîâûì íåðàâåíñòâîì.

2. Íàçîâèòå îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ íåðàâåíñòâ.

3. Íàçîâèòå è îõàðàêòåðèçóéòå îñíîâíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ÷èñ-
ëîâûõ íåðàâåíñòâ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî. a2 + b2 ≥ 2ab

Óêàçàíèå: Ïåðåíåñòè âñå ÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü, ïðåîáðàçîâàòü è
îïðåäåëèòü çíàê ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (a+ b+ c)2 ≤ 3(a2 + b2 + c2)

Óêàçàíèå: Ïåðåíåñòè âñå ÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü, ïðåîáðàçîâàòü è
îïðåäåëèòü çíàê ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ.

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a + b ≥ 0, a 6= 0 è b 6= 0, òî âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî a

b2 + b
a2 ≥

1
a + 1

b

Óêàçàíèå: Ïåðåíåñòè âñå ÷ëåíû â ëåâóþ ÷àñòü, ïðåîáðàçîâàòü è
îïðåäåëèòü çíàê ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ.
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7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0, d ≥ 0,

1
a + 1

b + 1
c ≥

1√
bc+
√
ca+
√
ab

Óêàçàíèå: Îáîçíà÷èòü x = 1√
a
, y = 1√

b
, z = 1√

a
è èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå

îïîðíîãî íåðàâåíñòâî (3).

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî bc

a + ac
b + ab

c ≥ a+ b+ c

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ òðè ðàçà íåðàâåíñòâîì (1), ãäå â êà÷å-
ñòâå ñëàãàåìûõ âçÿòü, ñîîòâåòñòâåííî, bc

a ,
ac
b â ïåðâîì íåðàâåíñòâå,

ac
b ,

ab
c âî âòîðîì íåðàâåíñòâå è bc

a ,
ab
c â òðåòüåì íåðàâåíñòâå.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî (a+ b+ c)(1a + 1

b + 1
c ≥ 9)

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îïîðíîãî íåðàâåíñòâîì Êî-
øè - Áóíÿêîâñêîãî.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0, d ≥ 0, òî âåðíî íåðàâåí-
ñòâî

√
(a+ c)(b+ d) ≥

√
ab+

√
cd

Óêàçàíèå: äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåñòè ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Âîçâå-
ñòè îáå ÷àñòè â êâàäðàò è ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì
Êîøè.
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4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0, âåðíî íåðàâåíñòâî

a+b+c
3 ≤

√
a2+b2+c2

3 .

Óêàçàíèå: äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåñòè ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Âîç-
âåñòè îáå ÷àñòè â êâàäðàò è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ñðàâíèòü çíàê
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ∈ N, n ≥ 3 âåðíî íåðàâåíñòâî 2n > 2n+ 1

Óêàçàíèå: äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåñòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ∈ N, n ≥ 2 âåðíî íåðàâåíñòâî
1

n+1 + 1
n+2 + · · ·+ 1

2n >
1
2

Óêàçàíèå: äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåñòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè.
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Óðàâíåíèå. Êîðíè óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ-ñëåäñòâèÿ è
ðàâíîñèëüíûå óðàâíåíèÿ. Òåîðåìû î ðàâíîñèëüíûõ
óðàâíåíèÿõ. Ðåøåíèå ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

1. Ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíåíèé.
2. Ìåòîäû ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé (ðàç-

ëîæåíèå íà ìíîæèòåëè, çàìåíà ïåðåìåííîé).
3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.
4. Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î êîðíå ïðè ðåøåíèè ðàöèîíàëüíûõ óðàâ-

íåíèé.
5. Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè òîæäåñòâåííîì

ïðåîáðàçîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé.
6. Çàìåíû ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèåì ñ îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå âèäà
f (x) = g (x), ãäå f è g � íåêîòîðûå ôóíêöèè îò õ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
äàòü îïðåäåëåíèå óðàâíåíèþ ñ äâóìÿ, òðåìÿ è ò.ä. ïåðåìåííûìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â óðàâ-
íåíèå, ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå è êîìïëåêñíûå.
Íî â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ìíî-
æåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà
è áóêâû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå, ïðèíèìàþò âñå âîçìîæíûå äåéñòâèòåëü-
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íûå çíà÷åíèÿ.

Âñå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû:

� àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ;

� òðàíñöåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè êàæäàÿ èç åãî ÷àñòåé f è g
åñòü ìíîãî÷ëåí èëè îäíî÷ëåí ïî îòíîøåíèþ ê íåèçâåñòíûì âåëè÷èíàì.
Ñîîòâåòñòâåííî, âñå äðóãèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè.

Íàïðèìåð, x+ 1
y = 2 - àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñò-

íûìè. Óðàâíåíèå æå x + 1
y = 2x íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, ïîòîìó

÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà 2x íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì (îäíî÷ëåíîì)
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ õ, ó ; ýòî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå.

Â ñâîþ î÷åðåäü, àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äåëÿòñÿ íà:

� ðàöèîíàëüíûå (öåëûå, åñëè ìíîãî÷ëåíû (îäíî÷ëåíû), èõ ñîñòàâëÿ-
þùèå, ñîäåðæàò òîëüêî çíàêè àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ
è âîçâåäåíèÿ â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü; äðîáíûå, åñëè ïðèñóòñòâóåò
òàêæå ñòåïåíü ñ îòðèöàòåëüíûì öåëûì ïîêàçàòåëåì, ñîäåðæàùàÿ
íåèçâåñòíîå â îñíîâàíèè);
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� èððàöèîíàëüíûå, êîãäà ïðèñóòñòâóåò òàêæå ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëü-
íûì äðîáíûì ïîêàçàòåëåì.

Ê òðàíñöåíäåíòíûì îòíîñÿòñÿ ïîêàçàòåëüíûå, ëîãàðèôìè÷åñêèå, òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèå, ñìåøàííûå è ò.ä. óðàâíåíèÿ.

Êîðíåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âñÿêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïðè ïîäñòà-
íîâêå êîòîðîãî âìåñòî íåèçâåñòíîãî â îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ
âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî. Ýòî îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâ-
êå ýòîãî ÷èñëà âìåñòî íåèçâåñòíîãî âñå äåéñòâèÿ, îáîçíà÷åííûå â ëåâîé
è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ, îêàçûâàþòñÿ âûïîëíèìûìè è, âî-âòîðûõ, â
ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòèõ äåéñòâèé â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷à-
åòñÿ îäíî è òî æå ÷èñëî.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëî õ0 íàçûâàåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ f(x) = g(x), åñ-
ëè, âî-ïåðâûõ, ýòî ÷èñëî ïðèíàäëåæèò êàê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè f(x), òàê è îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g(x) è, âî-âòîðûõ, çíà÷å-
íèÿ ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êå õ0 ñîâïàäàþò, ò.å. f(x0) = g(x0).

Ïðèìåð 1. Äëÿ óðàâíåíèÿ (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 ëþáîå äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, òàê êàê ðàâåíñòâî (x0 + 1)2 = x20 + 2x0 + 1
èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà õ0.
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Ïðèìåð 2. Äëÿ óðàâíåíèÿ
√
x2 = x âñÿêîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, òàê êàê
√
x2 = |x|, è òîãäà, èñõîäÿ èç ïîíÿòèÿ ìîäóëÿ

÷èñëà, ðàâåíñòâî |x0| = x0 èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
÷èñëà õ0 (äðóãèõ êîðíåé íåò).

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = g(x) èëè îáëàñòüþ äîïóñòè-
ìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé (ÎÄÇ) íàçûâàþò ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííîé õ, ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èìåþò ñìûñë (îïðåäåëåíû) îáå
ôóíêöèè f(x) è g(x).

Ðåøèòü óðàâíåíèå � çíà÷èò íàéòè âñå åãî
Äëÿ êàæäîãî âèäà óðàâíåíèé ìîæíî óêàçàòü ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ,

ðåøåíèå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî íåêîòîðîìó àëãîðèòìó. Íàïðèìåð,
ëèíåéíûå, êâàäðàòíûå è ò.ä. óðàâíåíèÿ. Â îáùåì æå ñëó÷àå ïðîöåññ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â çàìåíå äàííîãî óðàâíåíèÿ äðóãèì, áîëåå
ïðîñòûì, êîðíè êîòîðîãî íå âñåãäà ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè èñõîäíîãî. Ìî-
æåò ïðîèçîéòè ïðèîáðåòåíèå ïîñòîðîííèõ êîðíåé èëè, íàîáîðîò, ïîòåðÿ
êîðíåé. Ñàìîå ëó÷øåå, êîãäà îò äàííîãî óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò ê áîëåå
ïðîñòîìó óðàâíåíèþ ñ òåìè æå êîðíÿìè � ðàâíîñèëüíîìó óðàâíåíèþ.
Òàêîé ïåðåõîä íàçûâàåòñÿ ðàâíîñèëüíûì.

Äâà óðàâíåíèÿ f1(x) = g1(x) è f2(x) = g2(x) íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëü-
íûìè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå Ì, åñëè îíè èìåþò íà ýòîì ìíîæåñòâå
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îäíè è òå æå êîðíè, ò.å. ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 1: Äâà óðàâíåíèÿ, íå èìåþùèå êîðíåé, ÿâëÿþòñÿ ðàâíî-
ñèëüíûìè.

Ïðèìåð 1. Óðàâíåíèÿ x2 − 4 = 0 è (x+ 2)(2x − 4) = 0 ðàâíîñèëüíû
íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òàê êàê îíè îáà èìåþò òîëüêî ïî
äâà êîðíÿ (2 è -2).

Ïðèìåð 2. Óðàâíåíèÿ x2 + 1 = 0 è
√
x = −3 ðàâíîñèëüíû, ïîñêîëü-

êó îáà îíè íå èìåþò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìå-
ðå ÎÄÇ óðàâíåíèé ðàçëè÷íû: óðàâíåíèå x2 + 1 = 0 èìååò â êà÷åñòâå
ÎÄÇ ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, â òî âðåìÿ êàê óðàâíåíèå√
x = −3 - ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíî-

ñèëüíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå ÎÄÇ.

Çàìå÷àíèå 2: Äâà óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðàâíîñèëüíûìè íà îäíîì
ìíîæåñòâå è íå áûòü ðàâíîñèëüíûìè íà äðóãîì.

Óðàâíåíèÿ x = 1 è |x| = 1 ðàâíîñèëüíû íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñåë |x| = 1, íî íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè íà ìíîæåñòâå âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïîíÿòèå ðàâíîñèëüíîñòè îáëàäàåò ñâîéñòâîì òðàíçèòèâíîñòè. Åñëè
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óðàâíåíèå f(x) = g(x) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ α(x) = β(x) íà ìíîæå-
ñòâå Ì è óðàâíåíèå α (x) = β (x) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ m(x) = p(x)
íà ìíîæåñòâå Ì, òî óðàâíåíèå f(x) = g(x) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
m(x) = p(x) íà ìíîæåñòâå Ì.

Óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàìåíåíî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ðàâíîñèëüíîé
ñèñòåìîé èëè ñîâîêóïíîñòüþ óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è èõ ñèñòåì (ñîâî-
êóïíîñòåé).

Èòàê, ñàìûé ëó÷øèé ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ � ïåðåõîä ê ðàâíî-
ñèëüíîìó óðàâíåíèþ (íåðàâåíñòâó, ñèñòåìå, ñîâîêóïíîñòè). Íî ýòîò èäå-
àëüíûé ïóòü íà ïðàêòèêå çà÷àñòóþ íåîñóùåñòâèì. ×àñòî óðàâíåíèå çà-
ìåíÿþò åìó íå ðàâíîñèëüíûì óðàâíåíèåì � óðàâíåíèåì-ñëåäñòâèåì.

Óðàâíåíèå f2(x) = g2(x) íàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ
f1(x) = g1(x), åñëè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ f1(x) = g1(x) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿ-
ìè óðàâíåíèÿ f2(x) = g2(x).

Çàìå÷àíèå 3: Ëþáîå èç äâóõ ðàâíîñèëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì äðóãîãî.

Ïðèìåð 3. Óðàâíåíèå x− 2 = 3 èìååò êîðåíü x = 5, à óðàâíåíèå
(x − 2)2 = 9 èìååò äâà êîðíÿ: x1 = 5 è x2 = −1. Êîðåíü óðàâíåíèÿ
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x − 2 = 3 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êîðíåé óðàâíåíèÿ (x − 2)2 = 9. Çíà÷èò,
óðàâíåíèå (x− 2)2 = 9 - ñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ :

x− 2 = 3 : x− 2 = 3⇒ (x− 2)2 = 9.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äîïóñòèì ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ-ñëåäñòâèþ,
íî òîãäà íåîáõîäèìà ïðîâåðêà íàéäåííûõ êîðíåé íà ïðèíàäëåæíîñòü
ìíîæåñòâó ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè êàêîé-íèáóäü ÷ëåí óðàâíåíèÿ ïåðåíåñòè èç îäíîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ â äðóãóþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òî ïîëó÷èòñÿ
óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü õ0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = g(x)+φ(x), ò.
å. âåðíî ðàâåíñòâî f(x0) = g(x0)+φ(x0) è ÷èñëî õ0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ êàæäîé èç ôóíêöèé f(x); g(x);φ(x). Òîãäà, ïðèáàâëÿÿ ê
îáåèì ÷àñòÿì âåðíîãî ðàâåíñòâà f(x0) = g(x0) + φ(x0) ÷èñëî −φ(x0) ,
ïîëó÷àåì f(x0)−φ(x0) = g(x0)+φ(x0)−φ(x0) èëè f(x0)−φ(x0) = g(x0)
(ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ÷èñëà à, â ÷àñòíîñòè a = φ(x0), èìååì a− a = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî õ0 îáðàùàåò óðàâíåíèå f(x) − φ(x) = g(x)
òàêæå â âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî f(x0) − φ(x0) = g(x0), çíà÷èò, õ0
� åñòü òàêæå êîðåíü óðàâíåíèÿ f (x) − ϕ (x) = g (x). Êàæäûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ f(x) = g(x) + φ(x) ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì óðàâíåíèÿ
f(x)− φ(x) = g(x), ò.å.f(x) = g(x) + φ(x)⇒ f(x)-φ(x) = g(x).
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

f(x)− φ(x) = g(x)⇒ f(x) = g(x) + φ(x).

Çíà÷èò,

f(x) = g(x) + φ(x)⇔ f(x)− φ(x) = g(x).

Èòàê, ïðè ïåðåíîñå ëþáîãî ñëàãàåìîãî èç îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â
äðóãóþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîñèëüíîå óðàâíå-
íèå.

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïåðåíåñòè âñå ñëàãàåìûå èç îäíîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ â äðóãóþ, ò.å. f(x) = g(x)⇔ f(x)−g(x) = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå
óðàâíåíèå ìîæíî çàìåíèòü ðàâíîñèëüíûì åìó óðàâíåíèåì âèäà
F (x) = 0.

Ðå÷ü âûøå øëà òîëüêî î ïåðåíåñåíèè ÷ëåíîâ èç îäíîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ â äðóãóþ áåç ïîñëåäóþùåãî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. Ðàññìîò-
ðèì âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå: ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, ò. å. ïåðåõîä
îò óðàâíåíèÿ f(x) + φ(x)− φ(x) = g(x) ê óðàâíåíèþ f(x)− g(x).

Ïðèìåð 4. Óðàâíåíèå 5 + 2x+ 5
x−2 −

5
x−2 = 26− x ïîñëå ïðèâåäåíèÿ

ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ â ëåâîé åãî ÷àñòè çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì
5 + 2x = 26 − x, åìó ðàâíîñèëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 7 ÿâëÿåòñÿ
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åäèíñòâåííûì êîðíåì êàê óðàâíåíèÿ , òàê è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

5 + 2x+
5

x− 2
− 5

x− 2
= 26− x⇔ 5 + 2x = 26− x.

Ïðèìåð 5. Óðàâíåíèå 7−2x+ 5
x−2−

5
x−2 = 11−4x ïîñëå ïðèâåäåíèÿ

ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ â ëåâîé åãî ÷àñòè çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì
7−2x = 11−4x, åìó íå ðàâíîñèëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì óðàâíåíèÿ 7 − 2x = 11 − 4x è íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ:

7− 2x+
5

x− 2
− 5

x− 2
= 11− 4x⇒ 7− 2x = 11− 4x.

Âûâîä: êàêîâû áû íè áûëè ôóíêöèè f (x) ; g (x) ;ϕ (x),óðàâíåíèå
f (x) = g (x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ

f (x) + ϕ (x)− ϕ (x) = g (x): f (x) + ϕ (x)− ϕ (x) = g (x) ⇒f (x) = g (x).

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå f (x) + ϕ (x) − ϕ (x) = g (x) ïî òåîðåìå 1
ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ f (x) + ϕ (x) = g (x) + ϕ (x), ò. å. ïåðåõîä îò
óðàâíåíèÿ f (x)+ϕ (x)−ϕ (x) = g (x) ê óðàâíåíèþ f (x) = g (x) îçíà÷à-
åò òî æå ñàìîå, ÷òî è ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ f (x) + ϕ (x) = g (x) + ϕ (x)
ê óðàâíåíèþ f (x) = g (x). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïàðàëëåëüíî ðàññìîò-
ðåëè åù¼ îäíî ïðåîáðàçîâàíèå, à èìåííî ïðèáàâëåíèå ê îáåèì ÷àñòÿì
óðàâíåíèÿ îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ (â äàííîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ
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−ϕ (x)) èëè âû÷¼ðêèâàíèå (âçàèìíîå óíè÷òîæåíèå) îäèíàêîâûõ ñëàãà-
åìûõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ. Çíà÷èò, ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî f (x) + ϕ (x) = g (x) + ϕ (x)⇒f (x) = g (x).

Ïðèìåð 6. ßâëÿþòñÿ ëè óðàâíåíèÿ x + 7 + 10
2x−1 = 8 − x + 10

2x−1 è
x+ 7 = 8− x ðàâíîñèëüíûìè?

Ðåøåíèå: Âòîðîå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïðèáàâ-
ëåíèåì ê îáåèì ÷àñòÿì îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ − 10

2x−1 , êîòîðîå íå
îïðåäåëåíî ïðè x = 1

2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî x = 1
2 íå ìîæåò áûòü

êîðíåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, íî ìîæåò áûòü êîðíåì âòîðîãî. Ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ÷èñëî x = 1

2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ.
Èòàê, êîðåíü âòîðîãî óðàâíåíèÿ x = 1

2 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëü-
íûìè.

Â äàííîì ïðèìåðå x+ 7 + 10
2x−1 = 8− x+ 10

2x−1⇒x+ 7 = 8− x.
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×òîáû óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèëî ê ðàâíîñèëüíîìó óðàâ-
íåíèþ, íåîáõîäèìî íàêëàäûâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå äîïîëíèòåëüíîå óñëî-
âèå íà ôóíêöèþ

ϕ (x): f (x) + ϕ (x) = g (x) + ϕ (x)
(f(x),g(x),ϕ(x))⇔ f (x) = g (x).

Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ f (x) = g (x) è f (x) + α = g (x) + α ðàâíî-
ñèëüíû äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â íåêîòîðîì óðàâíåíèè âûðàæåíèå m (x) çàìåíå-
íî òîæäåñòâåííûì åìó âûðàæåíèåì n (x). Åñëè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íå
èçìåíÿåò ÎÄÇ óðàâíåíèÿ, òî ìû ïåðåõîäèì ê ðàâíîñèëüíîìó óðàâíåíèþ;
åñëè ÎÄÇ ðàñøèðÿåòñÿ, òî ìû ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ-ñëåäñòâèþ (âîç-
ìîæíî ïðèîáðåòåíèå ïîñòîðîííèõ êîðíåé, ïðè÷¼ì ïîñòîðîííèìè ìîãóò
áûòü òîëüêî òàêèå êîðíè, êîòîðûå íå âõîäÿò â ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ).

Èñòèííîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà, òàê êàê íåêîòîðîå âûðà-
æåíèå m (x) çàìåíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûì åìó âûðàæåíèåì n (x).
Ïîýòîìó, åñëè òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî m (x) = n (x) ðàññìàòðèâàåòñÿ
òîëüêî íà ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî ïîÿâèòüñÿ ïîñòîðîííèå êîðíè
èëè ïîòåðÿòüñÿ êîðíè íå ìîãóò; åñëè òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâî
m (x) = n (x) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå, ÷åì ÎÄÇ
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èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (ÎÄÇ ðàñøèðÿåòñÿ), òî âîçìîæíî òîëüêî ïðèîá-
ðåòåíèå ïîñòîðîííèõ êîðíåé. Ïîñëåäíåå íàìè íàáëþäàëîñü â ïðèìåðå 2
â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî òîæäåñòâà ϕ (x) − ϕ (x) = 0 áåç
ó÷¼òà óñëîâèÿ åãî âûïîëíèìîñòè.

Çäåñü òàêæå âîçìîæåí ñëó÷àé ðàññìîòðåíèÿ òîæäåñòâåííîãî ðàâåí-
ñòâà m (x) = n (x) íà áîëåå óçêîì ìíîæåñòâå, ÷åì ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (ÎÄÇ ñóæàåòñÿ). Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñóæàþùèå ÎÄÇ
óðàâíåíèÿ, ìîãóò ïðèâåñòè ê ïîòåðå êîðíåé, à ïîòîìó òàêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ñëåäóåò èçáåãàòü. Åñëè ýòîãî ñäåëàòü íå óäà¼òñÿ, òî ñëåäóåò îò-
äåëüíî èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü íàëè÷èÿ êîðíåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
ñðåäè îòáðîøåííûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì, êàêèå åù¼ òîæäåñòâåííûå ðàâåíñòâà è êàê ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â õîäå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 7. Óðàâíåíèå x2−1
x−1 = 5 ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ëåâîé åãî ÷àñòè íà

îáùèé ìíîæèòåëü x−1 çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì x+1 = 5, ðàâíîñèëüíûì
èñõîäíîìó. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 4 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîðíåì êàê
óðàâíåíèÿ x+ 1 = 5, òàê è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

x2 − 1

x− 1
= 5⇔x+ 1 = 5.

Ïðèìåð 8. Óðàâíåíèå x2−1
x−1 = 2 ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ëåâîé åãî ÷àñòè íà

îáùèé ìíîæèòåëü x−1 çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì x+ 1 = 2, íå ðàâíîñèëü-
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íûì èñõîäíîìó. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîðíåì
óðàâíåíèÿx+ 1 = 2, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

x2 − 1

x− 1
= 2⇒ x+ 1 = 2.

Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ èñïîëüçîâàëîñü ñëåâà íàïðàâî òîæäåñòâî
f(x)h(x)
ϕ(x)h(x) = f(x)

ϕ(x) áåç ó÷¼òà óñëîâèÿ h (x) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â
óðàâíåíèè, ñîäåðæàùåì äðîáü, ïðîèçâåñòè å¼ ñîêðàùåíèå, òî ïîëó÷èòñÿ
óðàâíåíèå-ñëåäñòâèå.

Ê óðàâíåíèÿì-ñëåäñòâèÿì òàêæå ïðèâîäèò èñïîëüçîâàíèå ñëåâà íà-
ïðàâî ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ, åñëè íå ó÷èòûâàþòñÿ óñëîâèÿ èõ âûïîëíè-
ìîñòè:

à)
(√

f (x)
)2

= f (x), ãäå f (x) ≥ 0;

á)
√
f (x)

√
g (x) =

√
f (x) g (x), ãäå f (x) ≥ 0, g (x) ≥ 0;

â) f (x)logf(x) g(x) = g (x), ãäå f (x) > 0, f (x) 6= 1, g (x) > 0;

ã) loga f (x) + loga g (x) = loga (f (x) g (x)), ãäå f (x) > 0, g (x) > 0;

ä) 2 loga f (x) = loga f
2 (x), ãäå f (x) > 0;

å) sin (arcsin (f (x))) = f (x), ãäå −1 ≤ f (x) ≤ 1, è ò.ä.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå: óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé
óðàâíåíèÿ íà îäíî è òî æå âûðàæåíèå, ò.å. ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ
f (x) = g (x) ê óðàâíåíèþ f (x) · ϕ (x) = g (x) · ϕ (x).

Ïðèìåð 9. ßâëÿþòñÿ ëè óðàâíåíèÿ 2(x−10)
x2−13x+30 = 1 è

2 (x− 10) = x2 − 13x+ 30 ðàâíîñèëüíûìè?

Ðåøåíèå: Ïåðåõîäÿ îò ïåðâîãî óðàâíåíèÿ êî âòîðîìó (îñâîáîæäà-
ÿñü îò çíàìåíàòåëÿ), ò. å. óìíîæàÿ îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà
âûðàæåíèå x2 − 13x+ 30, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2x− 20 = x2 − 13x+ 30,
ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèþ x2−15x+50 = 0. Ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ýòîãî
óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë: x1 = 10 è x2 = 5. Ïðîâåðèì, ïîÿâèëèñü
ëè â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñòîðîííèå êîðíè, ò. å.
ñäåëàåì ïðîâåðêó. Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî 10 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ, à ÷èñëî 5 ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì, ò. å. ïåðâîå óðàâíåíèå
èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x = 5. Ñðàâíèâàÿ ìíîæåñòâî êîðíåé äàííûõ
óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì: âòîðîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî, ò.
å. óðàâíåíèÿ íå ðàâíîñèëüíû:

2 (x− 10)

x2 − 13x+ 30
= 1⇒ 2 (x− 10) = x2 − 13x+ 30.

Ïðèìåð 10. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x2 − x = 0. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè
ýòîãî óðàâíåíèÿ íà 1

x , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå x2−x
x = 0, êîòîðîå íå ÿâëÿåò-
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ñÿ ñëåäñòâèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, èñõîäíîå óðàâíåíèå
èìååò êîðíè x1 = 0 è x2 = 1, à óðàâíåíèå x2−x

x = 0 - ëèøü êîðåíü x = 1.
Ïîòåðÿ êîðíÿ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ y = 1

x íå îïðåäåëåíà ïðè
x = 0, à êàê ðàç ýòî çíà÷åíèå õ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì çàäàííîãî óðàâíåíèÿ.

Èòàê, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1) ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ f (x) = g (x) ê óðàâíåíèþ
f (x) · ϕ (x) = g (x) · ϕ (x) ìîæåò ïðèâåñòè êàê ê ïîÿâëåíèþ ïîñòî-
ðîííèõ êîðíåé, òàê è ê ïîòåðå êîðíåé;

2) åñëè íà ÎÄÇ óðàâíåíèÿ f (x) = g (x) îïðåäåëåíà è ôóíêöèÿ ϕ (x), òî
óðàâíåíèå f (x) ·ϕ (x) = g (x) ·ϕ (x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ
f (x) = g (x): f (x) = g (x) ⇒f (x) · ϕ (x) = g (x) · ϕ (x);

3) åñëè íà ÎÄÇ óðàâíåíèÿ f (x) = g (x) ôóíêöèÿ ϕ (x) íå òîëüêî îïðå-
äåëåíà, íî âñåãäà îòëè÷íà îò íóëÿ, òî óðàâíåíèå
f (x) · ϕ (x) = g (x) · ϕ (x) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ f (x) = g (x):

f (x) = g (x)
(f(x),g(x),ϕ(x)),ϕ(x) 6=0⇔ f (x) · ϕ (x) = g (x) · ϕ (x) .

Â ÷àñòíîñòè, âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) Óðàâíåíèå f (x) = g (x)ϕ (x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 130 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

f(x)
ϕ(x) = g (x): f(x)ϕ(x) = g (x)⇒f (x) = g (x)ϕ (x).

á) Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà îäíî è
òî æå îòëè÷íîå îò íóëÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî ïîëó÷èòñÿ
óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó : f (x) = g (x) ⇔ αf (x) = αg (x)
äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α 6=0.

Ñëåäóþùåå âîçìîæíîå ïðåîáðàçîâàíèå: âîçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèÿ â ñòåïåíü, ò. å. ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ f (x) = g (x) ê óðàâíåíèþ
f p (x) = gp (x). Òàêîé ïåðåõîä íåðåäêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâ-
íåíèé, îñîáåííî ïðè ðåøåíèè èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 11. Óðàâíåíèå
√
x+ 1 =

√
2− x ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ

÷àñòåé â êâàäðàò è èñïîëüçîâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî ôîðìóëû(√
f (x)

)2
= f (x) çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì x+ 1 = 2− x, ðàâíîñèëüíûì

èñõîäíîìó. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî 1
2 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîðíåì êàê

óðàâíåíèÿ x+ 1 = 2− x, òàê è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:
√
x+ 1 =

√
2− x⇔x+ 1 = 2− x.

Ïðèìåð 12. Îò óðàâíåíèÿ
√
x2 − 1 =

√
x4 − 1 ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáå-

èõ ÷àñòåé â êâàäðàò è èñïîëüçîâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî ôîðìóëû(√
f (x)

)2
= f (x) ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ x2− 1 = x4− 1, êîòîðîå èìå-

åò êîðíè x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1. Îäíàêî ÷èñëî 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
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ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå x2 − 1 = x4 − 1 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ

√
x2 − 1 =

√
x4 − 1:

√
x2 − 1 =

√
x4 − 1⇒x2 − 1 = x4 − 1.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñòîðîííèé (äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ)
êîðåíü x2 = 0 ïîÿâèëñÿ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ÎÄÇ âòîðîãî óðàâíåíèÿ
(R) øèðå ÎÄÇ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (x ≤ −1, x ≥ 1). Ýòîò êîðåíü íå âõî-
äèò â ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ êîðíåé è êîðíÿ
ïðèìåðà 12.

Ïðèìåð 13. ßâëÿþòñÿ ëè óðàâíåíèÿ
√
x2 + x− 5 =

√
x− 1 è

x2 + x− 5 = x− 1 ðàâíîñèëüíûìè?

Ðåøåíèå:Ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ
÷èñåë: x1 = −2 è x2 = 2. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî �2 íå ïðèíàä-
ëåæèò ÎÄÇ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, à èìåííî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ{

x2 + x− 5 ≥ 0,
x− 1 ≥ 0.

Ïîýòîìó ÷èñëî -2 íå ìîæåò áûòü êîðíåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî, ýòè óðàâíåíèÿ íå ðàâíîñèëüíû.

Âòîðîå óðàâíåíèå äàííîãî ïðèìåðà ïîëó÷åíî èç ïåðâîãî â ðåçóëüòàòå
âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â êâàäðàò è èñïîëüçîâàíèÿ ñëåâà



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 132 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

íàïðàâî ôîðìóëû
(√

f (x)
)2

= f (x), âòîðîå óðàâíåíèå åñòü ñëåäñòâèå

ïåðâîãî:
√
x2 + x− 5 =

√
x− 1⇒x2 + x − 5 = x − 1. Ïðè ýòîì äàííûå

óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíû íà ÎÄÇ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

√
x2 + x− 5 =

√
x− 1

x≥−1+
√
21

2⇔ x2 + x− 5 = x− 1.

Ïðèìåð 14. ßâëÿþòñÿ ëè óðàâíåíèÿ 2
√
x+ 5 = x+ 2 è

4 (x+ 5) = (x+ 2)2 ðàâíîñèëüíûìè?

Ðåøåíèå: Âòîðîå óðàâíåíèå 4 (x+ 5) = (x+ 2)2 ðàâíîñèëüíî óðàâ-
íåíèþ x2 = 16, ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñî-
ñòîèò èç äâóõ ÷èñåë: x1 = −4 è x2 = 4. Îäíàêî ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî
÷èñëî �4 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó äàííûå óðàâ-
íåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè. Ïðè ýòîì ÷èñëî �4 óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ x ≥ −5, ò. å. âõîäèò â ÎÄÇ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ýòè óðàâíåíèÿ íå ðàâíîñèëüíû è íà ÎÄÇ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:

2
√
x+ 5 = x+ 2⇒ 4 (x+ 5) = (x+ 2)2 .

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñòîðîííèå êîðíè ìîãóò ïîÿâèòü-
ñÿ íå òîëüêî â ðåçóëüòàòå ðàñøèðåíèÿ ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, íî è
êàê ñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ ñàìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèÿ â ñòåïåíü (â êâàäðàò).
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Âûÿñíèì, ÷òî æå ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ f (x) = g (x)
ê óðàâíåíèþ f 2 (x) = g2 (x). Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå f 2 (x) = g2 (x)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ f (x) = g (x). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè õ0
� êîðåíü óðàâíåíèÿ f (x) = g (x), òî èìååì âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî
f (x0) = g (x0). Òîãäà, âîçâîäÿ îáå ÷àñòè âåðíîãî ðàâåíñòâà

f (x0) = g (x0) â êâàäðàò, ïîëó÷àåì âåðíîå ðàâåíñòâî f 2 (x0) = g2 (x0).
Òîãäà õ0 � åñòü òàêæå êîðåíü óðàâíåíèÿ f 2 (x) = g2 (x). Èòàê, êàæ-
äûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f (x) = g (x) ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì óðàâíåíèÿ
f 2 (x) = g2 (x), ò.å. f (x) = g (x)⇒f 2 (x) = g2 (x).

Íî îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî, òàê êàê óðàâíåíèþ
f 2 (x) = g2 (x) óäîâëåòâîðÿþò òàêæå êîðíè óðàâíåíèÿ f (x) = −g (x).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò êîðíè íå òåðÿþòñÿ, íî ïî-
ñòîðîííèå êîðíè ïîÿâèòüñÿ ìîãóò. Â îáùåì ñëó÷àå âåðíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå: óðàâíåíèå f 2n (x) = g2n (x), ãäå n∈N, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè-
åì óðàâíåíèÿ f (x) = g (x).

Ïðèìåð 15. Óðàâíåíèå x − 1 = 6 − 2x ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷à-
ñòåé â êâàäðàò çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì-ñëåäñòâèåì (x− 1)2 = (6− 2x)2.
Äåéñòâèòåëüíî, åäèíñòâåííûé êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ � ÷èñëî 7

3 -
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (x− 1)2 = (6− 2x)2, íî êîðåíü ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ, ïîëó÷åííûé êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ x − 1 = −(6 − 2x), � ÷èñëî 5
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� íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

x− 1 = 6− 2x⇒ (x− 1)2 = (6− 2x)2 .

Ïðèìåð 16. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
x+ 11 = x− 1.

Ðåøåíèå: 1-é ñïîñîá. ÎÄÇ äàííîãî óðàâíåíèÿ çàäà¼òñÿ óñëîâèåì
x ≥ −11. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f (x) = g (x)⇒f 2 (x) = g2 (x), èìååì

√
x+ 11 = x− 1⇒ x+ 11 = (x− 1)2 ⇔

⇔ x+ 11 = x2 − 2x+ 1⇔ x2 − 3x− 10 = 0⇔

⇔ (x− 5) (x+ 2) = 0⇔
[
x = −2,
x = 5.

Òàêèì îáðàçîì, êîðíè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ÷èñåë
x1 = 5 è x2 = −2. Ïðåæäå ÷åì ñäåëàòü ïðîâåðêó, îáðàòèì âíèìàíèå
íà ÷àñòî âñòðå÷àþùóþñÿ îøèáêó. Ïåðåõîäÿ îò äàííîãî óðàâíåíèÿ ê åãî
ñëåäñòâèþ, íàõîäÿò êîðíè. Çàòåì ïðîâåðÿþò, âõîäÿò ëè íàéäåííûå êîðíè
â ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òå êîðíè, êîòîðûå íå âõîäÿò â ÎÄÇ, îòáðà-
ñûâàþò, à îñòàëüíûå (âõîäÿùèå â ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ) âûïèñûâà-
þò â îòâåò. Â ýòîì è ñîñòîèò îøèáêà. Íåëüçÿ îãðàíè÷èòüñÿ ïðîâåðêîé
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ïðèíàäëåæíîñòè íàéäåííûõ êîðíåé ÎÄÇ óðàâíåíèÿ. Íåîáõîäèìî ïðî-
âåðÿòü, óäîâëåòâîðÿþò ëè êîðíè ñëåäñòâèÿ, âõîäÿùèå â ÎÄÇ èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ, ñàìîìó èñõîäíîìó óðàâíåíèþ. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ äàííûì
ïðèìåðîì.

Äåéñòâèòåëüíî, îáà êîðíÿ ñîâîêóïíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÇ, íî ÷èñ-
ëî 5 óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ, à ÷èñëî �2 � íåò. Èòàê, èñõîä-
íîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x = 5.

2-é ñïîñîá. Óðàâíåíèå
√
f (x) = g (x) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

{
g(x) ≥ 0,

f(x) = g2(x).

Òàê êàê g2 (x) ≥ 0, è ðàâåíñòâî f (x) = g2 (x) íàêëàäûâàåò íà f (x)
óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè.

Òîãäà, ðåøàÿ äàííûì ðàâíîñèëüíûì ïåðåõîäîì óðàâíåíèå√
x+ 11 = x− 1, ìîæíî íå íàõîäèòü ÎÄÇ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Èìååì

√
x+ 11 = x− 1⇔

{
x− 1 ≥ 0,

x+ 11 = (x− 1)2 .
⇔
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⇔
{

x ≥ 1,
x+ 11 = x2 − 2x+ 1.

⇔
{

x ≥ 1,
x2 − 3x− 10 = 0.

⇔

⇔


x ≥ 1,[
x = 5,
x = −2.

⇔ x = 5.

Èòàê, x = 5 - åäèíñòâåííûé êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: x = 5.

Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ ïðè âîçâåäåíèè îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â
êâàäðàò (÷¼òíóþ ñòåïåíü) ìû âñåãäà ïåðåõîäèëè êàê ìèíèìóì ê óðàâíåíèþ-
ñëåäñòâèþ. Ýòî ïðîèñõîäèëî èç-çà òîãî, ÷òî ïîÿâëÿëàñü âîçìîæíîñòü
ïðèîáðåòåíèÿ ïîñòîðîííèõ êîðíåé ëèáî êàê ðåçóëüòàòà ðàñøèðåíèÿ ÎÄÇ
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ëèáî êàê ñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ ñàìîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Ïðè ýòîì íåÿâíî èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò,
÷òî âîçâåäåíèå â êâàäðàò åñòü ïðåîáðàçîâàíèå, îïðåäåë¼ííîå íà îáùåé
÷àñòè ìíîæåñòâ çíà÷åíèé ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ
óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îò óðàâíåíèÿ f (x) = g (x) ìû ïåðåøëè ê óðàâíå-
íèþ F (f (x)) = F (g (x)). Åñëè ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà íà îáùåé ÷àñòè À
ìíîæåñòâ çíà÷åíèé ôóíêöèé f è g (è òåì áîëåå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè),
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òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå-ñëåäñòâèå (âîçìîæíî ïðèîáðåòåíèå ïîñòîðîííèõ
êîðíåé). Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ F ìîíîòîííà íà À, òî ïîëó÷àåì
ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü õ0 � êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
f (x) = g (x), òîãäà èìååì âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî f (x0) = g (x0).
Òàê êàê ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà íà îáùåé ÷àñòè À ìíîæåñòâ çíà÷åíèé
ôóíêöèé f è g, òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ F (f (x0)), F (g (x0)) è
F (f (x0)) = F (g (x0)). Çíà÷èò, õ0 � åñòü òàêæå êîðåíü óðàâíåíèÿ
F (f (x)) = F (g (x)). Èòàê, êàæäûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f (x) = g (x) ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì óðàâíåíèÿ F (f (x)) = F (g (x)), ò.å.
f (x) = g (x)⇒F (f (x)) = F (g (x)).

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ F ìîíîòîííà íà À. Ðàññìîòðèì x′ � êîðåíü
óðàâíåíèÿ F (f (x)) = F (g (x)), ò. å. èìååì âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî
F (f (x′)) = F (g (x′)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x′ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâ-

íåíèÿ f (x) = g (x), ò. å. f (x′) 6= g (x′). Òîãäà åñëè äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
f (x′) < g (x′), òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè F F (f (x′)) < F (g (x′))
(F âîçðàñòàåò íà À) èëè F (f (x′)) > F (g (x′)) (F óáûâàåò íà À). Íî
F (f (x′)) = F (g (x′)). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ò. å. íàøå
ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è f (x′) = g (x′). Çíà÷èò, x′ � åñòü òàêæå êî-
ðåíü óðàâíåíèÿ f (x) = g (x). Èòàê, åñëè ôóíêöèÿ F ìîíîòîííà íà À, òî
F (f (x)) = F (g (x))⇒f (x) = g (x), ò. å. f (x) = g (x)⇔
⇔ F (f (x)) = F (g (x)).
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Â ðåçóëüòàòå, ïðîâîäÿ òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê âîçâåäåíèå â ñòå-
ïåíü, ïîòåíöèðîâàíèå, ëîãàðèôìèðîâàíèå è ò.ä., ñëåäóåò ó÷èòûâàòü óñëî-
âèÿ âûïîëíèìîñòè ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé íà îáùåé ÷àñòè ìíîæåñòâ çíà-
÷åíèé ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Òîãäà íà îñíîâå òåîðåìû 3 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå:

1. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ âîçâåñòè â îäíó è òó æå íå÷¼òíóþ
ñòåïåíü, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó:

f (x) = g (x)⇔ f 2n+1 (x) = g2n+1 (x) , n ∈ N.

Â ÷àñòíîñòè

2n+1
√
f (x) = 2n+1

√
g (x)⇔( 2n+1

√
f (x))2n+1 =

= ( 2n+1
√
g (x))2n+1⇔f (x) = g (x) , n ∈ N,

2n+1
√
f 2n+1 (x) = 2n+1

√
g2n+1 (x)⇔ f (x) = g (x) , n ∈ N.

2. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ f (x) = g (x) íåîòðèöàòåëüíû â îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ, òî ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíå-
íèÿ â îäíó è òó æå ÷¼òíóþ ñòåïåíü ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

f 2n (x) = g2n (x) , ðàâíîñèëüíîå äàííîìó:

f (x) = g (x)
(f(x),g(x)),f(x)≥0,g(x)≥0⇔ f 2n (x) = g2n (x).



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 139 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Â ÷àñòíîñòè

2n
√
f (x) = 2n

√
g (x)⇔( 2n

√
f (x))2n =

=( 2n
√
g (x))2n⇔


f (x) ≥ 0,
g (x) ≥ 0,
f (x) = g (x) ,

n ∈ N .

Â îáùåì ñëó÷àå |f (x)| = |g (x)|⇔f 2n (x) = g2n (x) , n ∈ N .

Òîãäà 2n
√
f 2n (x) = 2n

√
g2n (x)⇔|f (x)| = |g (x)| , n ∈ N .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå îáû÷íî îñóùåñòâëÿþò ïåðåõîä
îò óðàâíåíèÿ f 2n (x) = g2n (x) (f 2n+1 (x) = g2n+1 (x)) ê ðàâíîñèëü-
íîìó åìó óðàâíåíèþ |f (x)| = |g (x)| (f (x) = g (x)), ïîíèæàÿ òàêèì
îáðàçîì ñòåïåíü óðàâíåíèÿ.

Â èòîãå f (x) = g (x)
A⇒f p (x) = gp (x) , p ∈ R, ãäå À - îáùàÿ ÷àñòü

ìíîæåñòâ çíà÷åíèé ôóíêöèé f è g, íà êîòîðîé îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

F= zp.

3. Óðàâíåíèå af(x) = ag(x), ãäå à >0, à 6=1, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
f (x) = g (x).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîòåíöèðîâàíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ
f (x) = g (x) ïðèâîäèò (ïî òåîðåìå 3) ê ðàâíîñèëüíîìó óðàâíåíèþ
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af(x) = ag(x), òàê êàê ôóíêöèÿ F = az îïðåäåëåíà è ìîíîòîííà íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå îáû÷íî îñóùåñòâëÿþò ïåðå-
õîä îò óðàâíåíèÿ af(x) = ag(x) ê ðàâíîñèëüíîìó åìó óðàâíåíèþ
f (x) = g (x), òàêèì îáðàçîì êàê áû âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå � ëîãàðèôìèðîâàíèå. Íî ïîñëåäíåå ìîæíî òàêæå ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ F (f (x)) = F (g (x)) ê óðàâíåíèþ
f (x) = g (x). Â äàííîì ñëó÷àå ýòîò ïåðåõîä îêàçàëñÿ ðàâíîñèëü-
íûì, òàê êàê ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è ìîíîòîííà íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè b>0, òî íà îñíîâå âûïîëíèìî-
ñòè ðàâåíñòâà aloga b = b ìîæíî óòâåðæäàòü ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíå-
íèé ah(x) = b è h (x) = loga b.

4. Óðàâíåíèå loga f (x) = b, ãäå à > 0, à 6= 1, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
f (x) = ab.

Óðàâíåíèå loga f (x) = b ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ f (x) = ab â ðå-
çóëüòàòå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëå-
íà è ìîíîòîííà íà ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè ÷èñëîâîé îñè. Â ðåçóëüòà-
òå, ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî ab > 0 (çíà÷èò, f (x) > 0, èíà÷å óðàâíå-
íèå f (x) = ab íå èìååò êîðíåé), ìîæíî óòâåðæäàòü (ïî òåîðåìå 3),
÷òî
f (x) = ab⇔loga f (x) = b.

Íî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå îáû÷íî îñóùåñòâëÿþò ïå-
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ðåõîä îò óðàâíåíèÿ loga f (x) = b ê ðàâíîñèëüíîìó åìó óðàâíå-
íèþ f (x) = ab, òàêèì îáðàçîì êàê áû âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå � ïîòåíöèðîâàíèå. Ïîñëåäíåå ìîæíî òàêæå ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ F (f (x)) = F (g (x)) ê óðàâíåíèþ
f (x) = g (x). Â äàííîì ñëó÷àå ýòîò ïåðåõîä îêàçàëñÿ ðàâíîñèëü-
íûì, òàê êàê ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è ìîíîòîííà íà
ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè ÷èñëîâîé îñè (ab > 0, à çíà÷èò, è f (x) > 0).

5. Åñëè f (x) > 0 è g (x) > 0, òî óðàâíåíèå loga f (x) = loga g (x), ãäå

a > 0, à 6=1, ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ f (x) = g (x).

Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå loga f (x) = loga g (x) ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâ-
íåíèÿ f (x) = g (x) â ðåçóëüòàòå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Ëîãàðèôìè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è ìîíîòîííà íà ïîëîæèòåëüíîé ÷à-
ñòè ÷èñëîâîé îñè. Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ f (x) > 0 è
g (x) > 0, ìîæíî óòâåðæäàòü (ïî òåîðåìå 3), ÷òî f (x) = g (x) ⇔
loga f (x) = loga g (x).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå îáû÷íî îñóùåñòâëÿþò ïåðåõîä
îò óðàâíåíèÿ loga f (x) = loga g (x) ê óðàâíåíèþf (x) = g (x) (ïåðå-
õîä îò óðàâíåíèÿ F (f (x)) = F (g (x)) ê óðàâíåíèþ f (x) = g (x)). Â
îáùåì ñëó÷àå loga f (x) = loga g (x)⇒f (x) = g (x), ãäå à >0, à 6=1,
òàê êàê ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è ìîíîòîííà òîëüêî
íà ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè ÷èñëîâîé îñè. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî
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loga f (x) = loga g (x)⇔


f (x) > 0,
g (x) > 0,

f (x) = g (x) .
⇔

⇔
{

f (x) > 0,
f (x) = g (x) .

(

{
g (x) > 0,

f (x) = g (x) .
).

Ïðèìåð 17. ßâëÿþòñÿ ëè óðàâíåíèÿ lg
(
x2 − 4

)
= lg (4x− 7) è

x2 − 4 = 4x− 7 ðàâíîñèëüíûìè?

Ðåøåíèå. Âòîðîå óðàâíåíèå x2− 4 = 4x− 7 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
x2 − 4x + 3 = 0, ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé âòîðîãî óðàâíåíèÿ

ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë: x1 = 3 è x2 = 1. Îäíàêî ÷èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, òàê êàê íå ïðèíàäëåæèò ÎÄÇ ïåðâîãî óðàâ-
íåíèÿ. Ïîýòîìó äàííûå óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Äàííûå óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíû íà ÎÄÇ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ.
Íàêîíåö ðàññìîòðèì ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ
f1 (x) · f2 (x) · ... · fn (x) = 0 ê ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé
f1 (x) = 0, f2 (x) = 0, ..., fn (x) = 0.

Ïðèìåð 18. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2x lnx = x2 lnx.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå 2x lnx = x2 lnx ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
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(2x − x2) lnx = 0. Òîãäà âîçìîæíû ñëó÷àè: 2x − x2 = 0 ⇔
[
x = 0,
x = 2

èëè lnx = 0 ⇔ x = 1. Íî ÷èñëî 0 íå ìîæåò áûòü êîðíåì èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ, òàê êàê íå âõîäèò â åãî ÎÄÇ (x > 0). Ïîýòîìó êîðíÿìè
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ÷èñëà 1 è 2. Òàêèì îáðàçîì,

2x lnx = x2 lnx⇔

 { 2x− x2 = 0,
x > 0,

lnx = 0.

Îòâåò: x1 = 1 , x2 = 2.

Èòàê, â îáùåì ñëó÷àå ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé f1 (x) = 0,

f2 (x) = 0, ..., fn (x) = 0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ
f1 (x) · f2 (x) · ... · fn (x) = 0. Ïîñòîðîííèìè äëÿ óðàâíåíèÿ
f1 (x) ·f2 (x) · ... ·fn (x) = 0 áóäóò òå çíà÷åíèÿ õ, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøå-

íèè óðàâíåíèé f1 (x) = 0, f2 (x) = 0, ..., fn (x) = 0, äëÿ êîòîðûõ õîòÿ áû
îäíà èç ôóíêöèé f1 (x) , f2 (x) , ..., fn (x) íå îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó, ÷òîáû
ðàññìàòðèâàåìûé ïåðåõîä áûë ðàâíîñèëüíûì, ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü åãî
íà ÎÄÇ óðàâíåíèÿ
f1 (x) ·f2 (x) · ... ·fn (x) = 0, ò. å. íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèé

âñåõ ôóíêöèé f1 (x) , f2 (x) , ..., fn (x).
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f1 (x) · f2 (x) · ... · fn (x) = 0
(f1(x),f2(x),...,fn(x))⇔


f 1 (x) = 0,
f2 (x) = 0,
...
fn (x) = 0.

Ïðèìåð 19. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
x− 2

(
x2 − 4x+ 3

)
= 0.

Ðåøåíèå. 1-é ñïîñîá. Óðàâíåíèå f 2 (x) = 0 åñòü ñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ
f (x) = 0, ïîýòîìó

√
x− 2

(
x2 − 4x+ 3

)
= 0⇒ (x− 2)

(
x2 − 4x+ 3

)2
= 0⇔

⇔ (x− 2) (x− 3)2 (x− 1)2 = 0⇔

 x = 1,
x = 2,
x = 3.

Ïîñêîëüêó èñõîäíîå óðàâíåíèå ðåøàëîñü ïåðåõîäîì ê
óðàâíåíèþ-ñëåäñòâèþ, òî íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðîâåðêó. Ïðîâåðêîé óñòà-
íàâëèâàåì, ÷òî ÷èñëà 2 è 3 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à
÷èñëî 1 � íåò.
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2-é ñïîñîá. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé

[
f (x) = 0,
g (x) = 0

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ f (x) g (x) = 0, èìååì

√
x− 2

(
x2 − 4x+ 3

)
= 0⇒

[ √
x− 2 = 0,

x2 − 4x+ 3 = 0.
⇔

 x = 2,
x = 1,
x = 3.

Äåëàÿ ïðîâåðêó, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî x1 = 2 è x2 = 3 - êîðíè èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ.

3 ñïîñîá. Íàõîäèì ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ: x ≥ 2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

óðàâíåíèå f (x) g (x) = 0 ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå


D(f (x) , g (x)) ,[
f (x) = 0,
g (x) = 0,

èìååì

√
x− 2

(
x2 − 4x+ 3

)
= 0⇔

⇔


x ≥ 2,[ √

x− 2 = 0,
x2 − 4x+ 3 = 0.

⇔


x ≥ 2, x = 2,
x = 1,
x = 3.

⇔

[
x = 2,
x = 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòî-
èò èç ÷èñåë 2 è 3.
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Îòâåò: x1 = 2 , x2 = 3.

Öåëûì ðàöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå
âèäà
a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an = 0, ãäå ai ∈ R, a0 6= 0, n ∈ N .

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ óðàâíå-
íèé.

1. Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ, íà ìíîæèòåëè.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Áåçó :
åñëè ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (x), èìåþùåãî ñòåïåíü n,
òî ýòîò ìíîãî÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå P (x) = (x− α)Q (x), ãäå
Q (x) - ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ P (x) íà x− α, ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n− 1.

Ñïîñîá îòûñêàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé öåëîãî ðàöèîíàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåñîêðàòèìàÿ äðîáü p
q áûëà êîðíåì óðàâ-

íåíèÿ a0xn+a1x
n−1+ . . .+an = 0 (1) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íåîáõî-

äèìî, ÷òîáû p áûëî äåëèòåëåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà an, à q áûëî äåëèòåëåì
ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà a0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåñîêðàòèìàÿ äðîáü p
q - êîðåíü óðàâíåíèÿ

(1), ò.å. èìååò ìåñòî òîæäåñòâî a0
(
p
q

)n
+ a1

(
p
q

)n−1
+ . . .+ an = 0. Óìíî-

æèì îáå ÷àñòè òîæäåñòâà íà qn 6= 0, ïîëó÷èì

a0p
n + a1p

n−1q + . . .+ anq
n = 0. (2)

Èç òîæäåñòâà (2) èìååì a0p
n−1 + a1p

n−2q + . . . + an−1q
n−1 = −anq

n

p .

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà � öåëîå ÷èñëî. Çíà÷èò, anq
n

p - öåëîå. Ïî óñëîâèþ
äðîáü p

q íåñîêðàòèìà, ò.å. íè îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì
p, äåëèòåëåì q íå ÿâëÿåòñÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íè îäíî ïðîñòîå ÷èñëî,
ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì p, íå ìîæåò áûòü è äåëèòåëåì ÷èñëà qn. Ñëåäî-
âàòåëüíî, an äåëèòñÿ íà p.

Èç òîæäåñòâà (2) èìååì a1p
n−1 + a2p

n−2q + . . .+ anq
n−1 = −a0p

n

q . Òàê
êàê íè îäíî ïðîñòîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì q, íå ìîæåò áûòü äå-
ëèòåëåì pn, ÷èñëî a0p

n

q ìîæåò áûòü öåëûì òîëüêî òîãäà, êîãäà a0 äåëèòñÿ
íà q.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè öåëîå ðàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå èìååò öåëûå êî-
ýôôèöèåíòû, à ñòàðøèé èç íèõ ðàâåí åäèíèöå, òî ðàöèîíàëüíûìè êîð-
íÿìè òàêîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî öåëûå ÷èñëà.
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Äåéñòâèòåëüíî, a0 = 1, q - äåëèòåëü a0. Çíà÷èò, q = ±1, à òîãäà p
q -

öåëîå.

Ñëåäñòâèå 2. Öåëûå êîðíè öåëîãî ðàöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ öå-
ëûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

Èòàê, åñëè íàéäåí õîòÿ áû îäèí êîðåíü (α) óðàâíåíèÿ P (x) = 0 ñòå-
ïåíè n, òî ïî òåîðåìå Áåçó ìîæíî ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ñâåñòè ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ñòåïåíè n−1 (ò.å. ïîíèçèòü ñòåïåíü èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ). Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíà P (x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . .+ an íà äâó÷ëåí

x− α ìîæíî âûïîëíÿòü, ïðèìåíÿÿ ñõåìó Ãîðíåðà.

Îáîçíà÷èì íåïîëíîå ÷àñòíîå ïðè äåëåíèè P (x) íà x− α ÷åðåç
Q (x) = b0x

n−1 + b1x
n−2 + . . .+ bn−1, à îñòàòîê � ÷åðåç bn. Òàê êàê

P (x) = Q (x) (x− α) + bn, òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an =
(
b0x

n−1 + b1x
n−2 + . . .+ bn−1

)
(x− α) + bn.

Ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòÿõ òîæäåñòâà. Ïîëó÷èì, ÷òî a0 = b0 è ïðè 1 ≤ k ≤ n èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ ak = bk − αbk−1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî b0 = a0 è
bk = ak − αbk−1 ïðè 1 ≤ k ≤ n.
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Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà Q (x) è îñòàòêà bn çàïèñû-
âàþò â âèäå òàáëèöû (ñõåìà Ãîðíåðà):

a0 a1 a2 . . . an−1 an
α b0 =

a0

b1 =
a1 + αb0

b2 =
a2 + αb1

. . . bn−1 =
an−1 +
αbn−2

bn = an+
αbn−1

- â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû çàïèñûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà
P (x);

- âî âòîðîé ñòðîêå ñëåâà ñòîèò ÷èñëî α, êîýôôèöèåíòû ÷àñòíîãî è
îñòàòîê;

- ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ÷àñòíîãî ðàâåí ñòàðøåìó êîýôôèöèåíòó äå-
ëèìîãî;

- íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé, êëåòêè âòîðîé ñòðîêè çàïîëíÿþòñÿ òàê: áåðóò
ñòîÿùåå íàä íåé ÷èñëî ïåðâîé ñòðîêè è ïðèáàâëÿþò ê íåìó ïðîèç-
âåäåíèå α è ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà âòîðîé ñòðîêè;

- â ïîñëåäíåé êëåòêå âòîðîé ñòðîêè ïîä ñâîáîäíûì ÷ëåíîì äåëèìîãî
ïîëó÷àåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ.

Òàêæå ñõåìà Ãîðíåðà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà P (x)
ïðè x = α, ò.ê. ïî òåîðåìå Áåçó bn = P (α).
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Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2x4 − 7x3 − 3x2 + 5x− 1 = 0.

Ðåøåíèå. Íàõîäèì öåëûå êîðíè ñðåäè äåëèòåëåé ñâîáîäíîãî ÷ëåíà:
±1. Ïîäõîäèò −1. Äåëèì P (x) = 2x4 − 7x3 − 3x2 + 5x− 1 íà x+ 1:

2 −7 −3 5 −1

−1 2 −9 6 −1 0

P (x) = (x+ 1)
(
2x3 − 9x2 + 6x− 1

)
= 0.

Îòûñêèâàåì öåëûå êîðíè êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñðåäè äåëèòåëåé
åãî ñâîáîäíîãî ÷ëåíà: ±1. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî öåëûõ êîðíåé
íåò. Òàê êàê ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà íå ðàâåí 1, òî ìíîãî÷ëåí
ìîæåò èìåòü äðîáíûå ðàöèîíàëüíûå êîðíè. Äðîáíûìè êîðíÿìè ìîãóò
áûòü òîëüêî ÷èñëà −1

2 è
1
2 . Ïîäõîäèò

1
2 :

2 −9 6 −1

1/2 2 −8 2 0

Ïîëó÷èì: P (x) = (x+ 1)
(
x− 1

2

) (
x2 − 4x+ 1

)
= 0.

Îñòàëîñü ðåøèòü óðàâíåíèå x2 − 4x + 1 = 0. Åãî êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà 2±

√
3.
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Îòâåò: x1 = −1, x2 = 1
2 , x3,4 = 2±

√
3.

Îäíàêî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âûñøèõ ñòåïåíåé çíà÷åíèé äðîáè p
q

ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ìíîãî è ïðîâåðÿòü êàæäîå çíà÷åíèå, ïðèìåíÿÿ ñõåìó
Ãîðíåðà, íåðàöèîíàëüíî. Îòñå÷ü ÷àñòü çíà÷åíèé äðîáè p

q ïîçâîëèò ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Åñëè íåñîêðàòèìàÿ äðîáü p
q ÿâëÿåòñÿ êîðíåì öåëîãî ðà-

öèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ f (x) = 0 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî f (m)
ïðè ëþáîì öåëîì m äåëèòñÿ íà p−mq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì f (x) ïî ñòåïåíÿì x−m. Ñ ýòîé öåëüþ
çàìåíèì â f (x) ïåðåìåííóþ x òîæäåñòâåííî ðàâíûì åé âûðàæåíèåì
(x−m) +m. Ïîëó÷èì

f (x) = a0 [(x−m) +m]n+a1 [(x−m) +m]n−1+. . .+an−1 [(x−m) +m]+an.

Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà èìååì ðàâåíñòâà

[(x−m) +m]n = (x−m)n+C1
nm (x−m)n−1+C2

nm
2 (x−m)n−2+. . .+mn;

[(x−m) +m]n−1 = (x−m)n−1 + C1
n−1m (x−m)n−2 + . . .+mn−1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[(x−m) +m] = (x−m) +m;

1 = 1.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà íà a0, îáå ÷àñòè âòîðîãî ðà-
âåíñòâà íà a1, . . . , îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà an è ñëîæèì ïî-
ëó÷åííûå ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî. Ïîëó÷èì

f (x) = a0 (x−m)n + c1 (x−m)n−1 + c2 (x−m)n−2 + . . .+ cn, (3)

ãäå âñå êîýôôèöèåíòû a0, c1, c2, . . . , cn - öåëûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì
cn = a0m

n + a1m
n−1 + . . .+ an, òî åñòü cn = f (m).

Â òîæäåñòâå (3) ïîëîæèì x = p
q , òîãäà ïîëó÷èì

a0

(
p

q
−m

)n
+ c1

(
p

q
−m

)n−1
+ c2

(
p

q
−m

)n−2
+ . . .+ f (m) = 0.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà qn, ïîëó÷èì

a0 (p−mq)n + c1q (p−mq)n−1 + c2q
2 (p−mq)n−2 + . . .+

+ cn−1qn−1 (p−mq) + qnf (m) = 0.

Îòñþäà
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a0 (p−mq)n−1 + c1q (p−mq)n−2 + . . .+ cn−1q
n−1 = −qnf(m)

p−mq .

Âèäíî, ÷òî qnf(m)
p−mq - öåëîå ÷èñëî.

Ïî óñëîâèþ íè îäèí ïðîñòîé ìíîæèòåëü, âõîäÿùèé â q, â p íå âõîäèò.
Çíà÷èò, íè îäèí ïðîñòîé ìíîæèòåëü, âõîäÿùèé â qn, íå ìîæåò âõîäèòü
â ÷èñëî p−mq. Çíà÷èò, f (m) äåëèòñÿ íà p−mq.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2x4 + 7x3 − 12x2 − 38x+ 21 = 0.

Ðåøåíèå. Ñâîáîäíûé ÷ëåí èìååò ñëåäóþùèå äåëèòåëè:±1, ±3, ±7, ±21.
Çíà÷èò, p = ±1, ±3, ±7, ±21. Âûïèøåì âñå äåëèòåëè ñòàðøåãî êîýô-
ôèöèåíòà: ±1, ±2. Ñëåäîâàòåëüíî, q = 1, 2, îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ q
íå áåðåì, òàê êàê åñëè p

q < 0, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p < 0, à q > 0. Äëÿ
íåñîêðàòèìîé äðîáè p

q ïîëó÷àåì òàêèå çíà÷åíèÿ:

1, 3, 7, 21, −1, −3, −7, −21,
1

2
,

3

2
,

7

2
,

21

2
, −1

2
, −3

2
, −7

2
, −21

2
.

Òîëüêî ñðåäè ýòèõ ÷èñåë íàõîäÿòñÿ ðàöèîíàëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ.
Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå âìåñòî x ÷èñëî 1, ïîëó÷àåì f (1) = −20.

Çíà÷èò, 1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ. Ïðèìåíèì òåîðåìó 2. Åñëè p
q -

êîðåíü óðàâíåíèÿ, òî f (1) äåëèòñÿ íà p− q.
×èñëî −20 äåëèòñÿ íà 3− 1 = 2, ïîýòîìó ÷èñëî 3 îñòàåòñÿ äëÿ äàëü-

íåéøåé ïðîâåðêè.
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×èñëî −20 íå äåëèòñÿ íà 7 − 1 = 6, ïîýòîìó ÷èñëî 7 ìîæíî áîëüøå
íå èñïûòûâàòü. Òàêæå ìîæíî íå ïðîâåðÿòü çíà÷åíèÿ −7, −21, 21

2 ,

−1
2 , −

7
2 , −

21
2 . Ýòè ÷èñëà íå áóäóò ÿâëÿòüñÿ êîðíÿìè äàííîãî óðàâ-

íåíèÿ.
Äëÿ ïðîâåðêè îñòàëèñü òàêèå çíà÷åíèÿ: 3, 21, −1, −3, 1

2 ,
3
2 ,

7
2 , −

3
2 .

Íàõîäèì f (3) = 150. ×èñëî 3 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äàííîãî óðàâíåíèÿ.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2. Åñëè p

q - êîðåíü óðàâíåíèÿ, òî f (3) äåëèòñÿ
íà p− 3q.

×èñëî 150 íå äåëèòñÿ íà 21− 3 = 18, ïîýòîìó çíà÷åíèå 21 ìîæíî íå
ïðîâåðÿòü. ×èñëî 150 íå äåëèòñÿ íà 4, íà 9, ïîýòîìó ìîæíî íå èñïûòû-
âàòü −1, −3

2 .
Îñòàëèñü äëÿ ïðîâåðêè ñëåäóþùèå ÷èñëà: −3, 1

2 ,
3
2 ,

7
2 .

Íàõîäèì, ÷òî f (−3) = 0. Çíà÷èò, x1 = −3 - êîðåíü äàííîãî óðàâíå-
íèÿ. Äåëåíèåì íà x+ 3 ïîíèæàåì ñòåïåíü óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷àåì óðàâíå-
íèå òðåòüåé ñòåïåíè f1 (x) = 2x3 + x2 − 15x+ 7 = 0.

Íàõîäèì f1
(
1
2

)
= 0, çíà÷èò, x2 = 1

2 - êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Äåëåíèåì íà x− 1

2 ïîíèæàåì ñòåïåíü óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå

óðàâíåíèå x2 + x− 7 = 0, ðåøàÿ åãî, íàõîäèì x3,4 = −1±
√
29

2 .

Îòâåò: x1 = −3, x2 = 1
2 , x3,4 = −1±

√
29

2 .

Âòîðîé ñïîñîá. Ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Îí îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

- äâà ìíîãî÷ëåíà òîæäåñòâåííî ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàâíû èõ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x;

- ëþáîé ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå
ëèíåéíîãî è êâàäðàòíîãî ìíîæèòåëåé;

- ëþáîé ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäå-
íèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíè.

Ïîÿñíèì ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå x4 − 4x3 − 10x2 + 37x− 14 = 0.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ
íà ìíîæèòåëè âòîðîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáîçíà÷èì
îäèí èç ìíîæèòåëåé x2 + px+ q, à äðóãîé - x2 + rx+ s. Êîýôôèöèåíòû
p, q, r, s(p, q, r, s - öåëûå) ïîêà íå îïðåäåëåíû. Ïîïûòàåìñÿ èõ íàéòè.

Èìååì

x4 − 4x3 − 10x2 + 37x− 14 =
(
x2 + px+ q

) (
x2 + rx+ s

)
=

= x4 + rx3 + sx2 + px3 + prx2 + psx+ qx2 + qrx+ qs = x4 + (p+ r)x3+

+ (s+ q + pr)x2 + (ps+ qr)x+ qs.
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Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

p+ r = −4,
s+ q + pr = −10,
ps+ qr = 37,
qs = −14.

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî q ìîæåò ïðè-
íèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: 1, 2, 7, 14, −1, −2, −7, −14. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî q = 1, òîãäà s = −14. Âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå
äàäóò ñèñòåìó: {

pr = 3,
−14p+ r = 37.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì p, ïîäñòàâèì âî âòîðîå è ïîñëå ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîëó÷èì r2 − 37r − 42 = 0. Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ
â öåëûõ ÷èñëàõ, íî r äîëæíî áûòü öåëûì, çíà÷èò, q 6= 1.

Ïðîâåðèì ñëåäóþùåå çíà÷åíèå q. Ïóñòü q = 2, òîãäà s = −7. Âòîðîå
è òðåòüå óðàâíåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå äàäóò ñèñòåìó:{

pr = −5,
−7p+ 2r = 37.

Èñêëþ÷àÿ èç ýòîé ñèñòåìû p, ïîëó÷èì 2r2 − 37r + 35 = 0. Íàõîäèì,
÷òî r = 1, òîãäà p = −5. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû òàêæå îáðàùàåòñÿ
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â âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî ïðè r = 1, p = −5. Òîãäà èìååì

x4 − 4x3 − 10x2 + 37x− 14 =
(
x2 − 5x+ 2

) (
x2 + x− 7

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäàííîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü:(
x2 − 5x+ 2

) (
x2 + x− 7

)
= 0.

Ðåøèì äâà êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ: x2 − 5x + 2 = 0 è x2 + x− 7 = 0.
Ïîëó÷èì x1,2 = 5±

√
17

2 ; x3,4 = −1±
√
29

2 .

Îòâåò: x1,2 = 5±
√
17

2 ; x3,4 = −1±
√
29

2 .

2. Ìåòîä çàìåíû

Ýòî ìåòîä ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåðàìè.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå
(
x2 + x− 1

) (
x2 + x+ 1

)
= 2.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íîâîå íåèçâåñòíîå y = x2 + x. Òîãäà ïîëó÷èì äëÿ
y ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: (y − 1) (y + 1) = 2. Ðåøèâ óðàâíåíèå äëÿ y,
ïîëó÷àåì y1 =

√
3; y2 = −

√
3. Òåïåðü îñòàåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèÿ

x2 + x =
√

3; x2 + x = −
√

3. Êîðíè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

x1,2 =
−1±
√

1+4
√
3

2 . Âòîðîå óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.
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Îòâåò: x1,2 =
−1±
√

1+4
√
3

2 .

Ïðèìåð 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 (x+ 1)2 − x
(
x2 − 1

)
= 2 (x− 1)2.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëî x = 1 íå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ïðè äåëåíèè îáåèõ ÷àñòåé
óðàâíåíèÿ íà (x− 1)2 ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå

x2
(
x+ 1

x− 1

)2

− x
(
x2 − 1

)
(x− 1)2

= 2,

èëè(
x2+x
x−1

)2
− x2+x

x−1 = 2.

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó y = x2+x
x−1 , èìååì y

2−y = 2, èëè y2−y−2 = 0. Ðåøèâ
ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì y1 = −1, y2 = 2. Òåïåðü îñòàåòñÿ ðåøèòü
óðàâíåíèÿ x2+x

x−1 = −1, x
2+x
x−1 = 2. Êîðíè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ x1,2 = −1±

√
2.

Âòîðîå óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.
Îòâåò: x1,2 = −1±

√
2.
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3. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèå âèäà

a0p
n (x) + a1p

n−1 (x) q (x) + . . .+ an−1p (x) qn−1 (x) + anq
n (x) = 0,

ãäå n > 1, ai ∈ R, a0 6= 0, an 6= 0, f (x) è q (x) - íåêîòîðûå ôóíêöèè,
íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ñòåïåíè n.

Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåíèþ ñëå-
äóþùåé ñîâîêóïíîñòè: 

{
q (x) = 0,
p (x) = 0,

p (x) = y1q (x) ,
p (x) = y2q (x) ,
......................

p (x) = ykq (x) ,

ãäå y1, y2, . . . , yk - âñå êîðíè óðàâíåíèÿ

a0y
n + a1y

n−1 + . . .+ an−1y + an = 0.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå(
x2 − x+ 1

)3
+ 2x4

(
x2 − x+ 1

)
− 3x6 = 0.
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Ðåøåíèå. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì òðåòüåé
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé p (x) = x2−x+1 è q (x) = x2. Ïðîâåðèâ,
÷òî ñèñòåìà {

x2 − x+ 1 = 0,
x2 = 0

ðåøåíèé íå èìååò, à çíà÷èò, x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ, ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà q3 (x) = x6. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå(

x2−x+1
x2

)3
+ 2

(
x2−x+1

x2

)
− 3 = 0.

Ïîëîæèâ y = x2−x+1
x2 , ðåøèì óðàâíåíèå y3 + 2y − 3 = 0. Ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå èìååò êîðíè y1 = 1, y2 = −3. Òåïåðü îñòà¼òñÿ ðåøèòü óðàâ-
íåíèÿ x2−x+1

x2 = 1, x2−x+1
x2 = −3.Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò êîðåíü x = 1.

Âòîðîå óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Îòâåò: x = 1.

Ïðèìåð 7. Ðåøèòå óðàâíåíèå 1
x2+2x+1 + 2

x2+4x+4 −
3

x2+3x+2 = 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2,
x2 + 4x+ 4 = (x+ 2)2,

x2 + 3x+ 2 = (x+ 1) (x+ 2).
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Ïðåîáðàçóåì äàííîå óðàâíåíèå ê âèäó

1
(x+1)

2 − 3
(x+1)(x+2) + 2

(x+2)
2 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè îò-
íîñèòåëüíî ôóíêöèé p (x) = 1

x+1 è q (x) = 1
x+2 , íå ðàâíûõ 0 íè ïðè êàêèõ

çíà÷åíèÿõ x. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà q2 (x) = 1
(x+2)

2 . Ïîëó÷èì
óðàâíåíèå (

x+2
x+1

)2 − 3
(
x+2
x+1

)
+ 2 = 0.

Îáîçíà÷èâ y = x+2
x+1 , èìååì y

2−3y+2 = 0. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò
êîðíè y1 = 1, y2 = 2. Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ
x+2
x+1 = 1, x+2

x+1 = 2. Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé. Êîðåíü âòîðîãî óðàâíåíèÿ x = 0.

Îòâåò: x = 0.

4. ×àñòíûå âèäû öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðè¼ìû
èõ ðåøåíèÿ.

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ÷àñòíûå âèäû öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
è ïðè¼ìû èõ ðåøåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîíèæàòü ñòåïåíü èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ [16]:
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1) óðàâíåíèå (x− α) (x− β) (x− γ) (x− δ) = A, ãäå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà α, β, γ, δ, A òàêîâû, ÷òî α < β < γ < δ è β − α = δ − γ, çà-
ìåíîé íåèçâåñòíîé y = x−α+x−β+x−γ+x−δ

4 ñâîäèòñÿ ê áèêâàäðàòíîìó
óðàâíåíèþ;

2) óðàâíåíèå
(
ax2 + b1x+ c

) (
ax2 + b2x+ c

)
= Ax2 (∗), ãäå c 6= 0 è

A 6= 0, íå èìååò êîðíÿ x = 0, ïîýòîìó, ðàçäåëèâ èñõîäíîå óðàâíåíèå
íà x2, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå åìó óðàâíåíèå(

ax+ c
x + b1

) (
ax+ c

x + b2
)
− A = 0,

êîòîðîå ïîñëå çàìåíû y = ax + c
x ïåðåïèøåòñÿ â âèäå êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ;

3) óðàâíåíèå (x− α) (x− β) (x− γ) (x− δ) = Ax2, ãäå äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà α, β, γ, δ, A òàêîâû, ÷òî αβ = γδ 6= 0, A 6= 0, ìîæíî
ïåðåïèñàòü, ïåðåìíîæèâ ïåðâóþ ñêîáêó ñî âòîðîé, à òðåòüþ ñ ÷åò-
âåðòîé, â âèäå(

x2 − x (α + β) + αβ
) (
x2 − x (γ + δ) + γδ

)
= Ax2,

ò.å. â âèäå (∗), à åãî ðåøåíèå èçâåñòíî;

4) óðàâíåíèå a
(
cx2 + p1x+ q

)2
+b
(
cx2 + p2x+ q

)2
= Ax2, ãäå äåéñòâè-

òåëüíûå ÷èñëà a, b, c, q, A òàêîâû, ÷òî a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0, q 6= 0,
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A 6= 0, íå èìååò êîðíÿ x = 0, ïîýòîìó, ðàçäåëèâ èñõîäíîå óðàâíåíèå
íà x2, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå åìó óðàâíåíèå

a
(
cx+ q

x + p1
)2

+ b
(
cx+ q

x + p2
)2

= A,

êîòîðîå ïîñëå çàìåíû y = cx + q
x ïåðåïèøåòñÿ â âèäå êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ;

5) óðàâíåíèå âèäà (x+ α)4 + (x+ β)4 = A ñâîäèòñÿ ê áèêâàäðàòíîìó
óðàâíåíèþ ñ ïîìîùüþ çàìåíû y = x+ α+β

2 .

Ïðèìåð 8. Ðåøèòå óðàâíåíèå(
x2 − 3

)2
+ 3

(
x2 − 3

)
= (x− 2)2 + 3 (x− 2).

Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå
âèäà f (g (x)) = f (h (x)), ãäå

f (x) = x2 + 3x, g (x) = x2 − 3, h (x) = x− 2.

Ðàçäåëèâ ìíîãî÷ëåí

f (g (x))− f (h (x)) =
(
x2 − 3

)2
+ 3

(
x2 − 3

)
− (x− 2)2 − 3 (x− 2) =

=x4 − 4x2 + x+ 2

íà ìíîãî÷ëåí g (x) − h (x) = x2 − x − 1, ïîëó÷àåì r (x) = x2 + x −
2. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ
óðàâíåíèé:
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[
x2 − x− 1 = 0,
x2 + x− 2− 0.

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè x1,2 = 1±
√
5

2 , âòîðîå: x3 = −2, x4 = 1.

Îòâåò: x1,2 = 1±
√
5

2 ,x3 = −2, x4 = 1.

Âîçâðàòíûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ öåëîå ðàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
âèäà

a0x2n+1 + a1x
2n + . . .+ anx

n+1 + λanx
n+

+λ3an−1x
n−1 + . . .+ a0λ

2n+1 = 0 (4),

åñëè ñòåïåíü óðàâíåíèÿ íå÷¼òíàÿ, è óðàâíåíèå âèäà

a0x
2n + a1x

2n−1 + . . .+ an−1x
n+1 + anx

n+
+λan−1x

n−1 + λ2an−2x
n−2 + . . .+ λna0 = 0 (5),

åñëè ñòåïåíü åãî ÷¼òíàÿ (λ - íåêîòîðîå ÷èñëî).

Ïðèìåðû. Óðàâíåíèå 2x5+3x4−2x3−6x2+81x+486 = 0 âîçâðàòíîå
ïÿòîé ñòåïåíè (λ = 3), òàê êàê åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2x5 + 3x4 − 2x3 − 2x2 · 31 + 3x · 33 + 2 · 35 = 0.

Óðàâíåíèå
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4x6 + 5x5 − 3x4 + 11x3 − 6x2 + 20x− 32 = 0

âîçâðàòíîå øåñòîé ñòåïåíè (λ = −2), òàê êàê åãî ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

4x6 + 5x5 − 3x4 + 11x3 + 3x2 · (−2)1 + 5x · (−2)2 + 4 · (−2)3 = 0.

Òåîðåìà 3. Âîçâðàòíîå óðàâíåíèå íå÷¼òíîé ñòåïåíè èìååò êîðåíü
x = −λ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âîçâðàòíîå óðàâíåíèå (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

a0
(
x2n+1 + λ2n+1

)
+ a1x

(
x2n−1 + λ2n−1

)
+ . . .+ anx

n (x+ λ) = 0.

Ïðè x = −λ êàæäîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Òåîðåìà 4. Â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé âîçâðàòíîãî
óðàâíåíèÿ íå÷¼òíîé ñòåïåíè (4) íà x+λ ïîëó÷àåòñÿ âîçâðàòíîå óðàâíå-
íèå ÷¼òíîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàçäåëèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ 4 íà x+λ. ×àñò-
íîå îáîçíà÷èì b0x

2n + b1x
2n−1 + . . .+ b2n. Èìååì òîæäåñòâî

a0x
2n+1 + a1x

2n + . . .+ akx
2n−k+1 + . . .+ anx

n+1 + λanx
n + λ3an−1x

n−1 +
. . .+ λ2n−2k+1akx

k + . . .+
+λ2n+1a0 = (x+ λ)

(
b0x

2n + b1x
2n−1 + . . .+ bkx

2n−k + . . .+ b2n
)

(6) .
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Äîêàæåì, ÷òî

b2n = λ2nb0; b2n−1 = λ2n−2b1; b2n−2 = λ2n−4b2; . . .; bn+1 = λ2bn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ñðàâ-
íèì êîýôôèöèåíòû ïðè x2n+1 â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ òîæäåñòâà (6).
Ïîëó÷èì a0 = b0 (7). Ñðàâíèì ñâîáîäíûå ÷ëåíû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ
òîæäåñòâà (6). Ïîëó÷èì λ2n+1a0 = λb2n (8). Èç ðàâåíñòâ (7) è (8) èìååì
b2n = λ2nb0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

b2n = λ2nb0; b2n−1 = λ2n−2b1; b2n−2 = λ2n−4b2; . . .; b2n−k = λ2n−2kbk,

ãäå 0 ≤ k < n. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà b2n−k−1 = λ2n−2k−2bk+1. Ñðàâíèì
êîýôôèöèåíòû ïðè xk+1 â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ òîæäåñòâà (6). Ïîëó-
÷èì λ2n−2k−1ak+1 = λb2n−k−1 + b2n−1 (9).

Ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû ïðè x2n−k â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ òîæäå-
ñòâà (6). Ïîëó÷èì ak+1 = λbk + bk+1 (10). Èç ðàâåíñòâ (9) è (10) èìååì
λ2n−2kbk + λ2n−2k−1bk+1 = λb2n−k−1 + b2n−k. Íî òàê êàê b2n−k = λ2n−2kbk,
òî b2n−k−1 = λ2n−2k−2bk+1.

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå âîçâðàòíîãî óðàâíåíèÿ íå÷¼òíîé
ñòåïåíè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âîçâðàòíîãî óðàâíåíèÿ ÷¼òíîé ñòåïåíè.
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Òåîðåìà 5. Âîçâðàòíîå óðàâíåíèå ÷¼òíîé ñòåïåíè 2n âèäà (5) ïîä-
ñòàíîâêîé y = x+ λ

x ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñòåïåíè n è ê n óðàâíåíèÿì
âòîðîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) íà xn. Ïîëó÷èì
a0x

n + a1x
n−1 + . . . + an−1x + an + an−1

λ
x + . . . + a1

λn−1

xn−1 + a0
λn

xn = 0.
Îáúåäèíèâ ïåðâîå ñëàãàåìîå ñ ïîñëåäíèì, âòîðîå � ñ ïðåäïîñëåäíèì,
òðåòüå � ñ òðåòüèì îò êîíöà è ò. ä., ïîëó÷èì

a0

(
xn +

λn

xn

)
+ a1

(
xn−1 +

λn−1

xn−1

)
+ . . .+ an−1

(
x+

λ

x

)
+ an = 0. (11)

Ââåä¼ì íîâîå íåèçâåñòíîå y = x+ λ
x . Äîêàæåì, ÷òî ñóììó x

m+ λm

xm ïðè
ëþáîì íàòóðàëüíîìm ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà fm (y) ñòå-
ïåíè m. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïðè m = 1 èìååì x+ λ
x = y.

Ïðè m = 2 x2 + λ2

x2 =
(
x+ λ

x

)2 − 2λ, ò.å. x2 + λ2

x2 = y2 − 2λ.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóììó xk + λk

xk
è xk+1 + λk+1

xk+1 , ãäå k ≥ 1, ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ fk (y) è fk+1 (y) ñòåïåíåé k è k+1 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà è ñóììó xk+2 + λk+2

xk+2 òîæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ìíîãî÷ëåíà fk+2 (y) ñòåïåíè k + 2. Èìååì
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xk+2 + λk+2

xk+2 =
(
xk+1 + λk+1

xk+1

) (
x+ λ

x

)
− λ

(
xk + λk

xk

)
,

èëè
xk+2 + λk+2

xk+2 = yfk+1 (y)− λfk (y).

Òî åñòü

xk+2 + λk+2

xk+2 = fk+2 (y), ãäå fk+2 (y) = yfk+1 (y)− λfk (y).

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (11) âìåñòî ñóìì, ñòîÿùèõ â ñêîáêàõ, èõ âû-
ðàæåíèÿ ÷åðåç y. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñòåïåíè n îò y. Ýòî
óðàâíåíèå èìååò n êîðíåé: y1 , y2, . . . , yn.

Íåèçâåñòíîå x íàéäåì èç n óðàâíåíèé

x+ λ
x = y1; x+ λ

x = y2; . . . ; x+ λ
x = yn.

Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ëåãêî ïðåîáðàçóåòñÿ â êâàäðàòíîå óðàâíå-
íèå. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âîçâðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñòåïåíè 2n ñâåëîñü
ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ñòåïåíè n è ê ðåøåíèþ n êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
a0x

4 + a1x
3 + a2x

2 + λa1x+ λ2a0 = 0. (12)
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Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (12) íà x2. Ïðè ýòîì êîð-
íåé íå òåðÿåì, òàê êàê x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äàííîãî óðàâíåíèÿ.
Ïîëó÷èì

a0x
2 + a1x+ a2 + λa1

1

x
+ λ2a0

1

x2
= 0.

Îáúåäèíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå ñ ïîñëåäíèì, âòîðîå ñ ïðåäïîñëåäíèì.

Ïîëó÷èì a0

(
x2 + λ2

x2

)
+ a1

(
x+ λ

x

)
+ a2 = 0. (13)

Ââåä¼ì íîâîå íåèçâåñòíîå y = x+ λ
x . Òîãäà èìååì

x2 + 2λ+
λ2

x2
= y2,

îòêóäà x2 + λ2

x2 = y2 − 2λ.

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (13) âìåñòî x + λ
x è x2 + λ2

x2 èõ âûðàæåíèÿ
÷åðåç y, ïîëó÷èì óðàâíåíèå a0y2 + a1y+ (a2 − 2λa0) = 0. Ýòî óðàâíåíèå
ìîæåò èìåòü äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ y1 è y2. Íåèçâåñòíîå x íàéä¼ì
èç óðàâíåíèé x+ λ

x = y1 è x+ λ
x = y2, ò.å. èç óðàâíåíèé x2− xy1 + λ = 0

è x2 − xy2 + λ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âîçâðàòíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè
ñâåëîñü ê ðåøåíèþ òð¼õ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé.
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Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå x5 + 3x4−x3 + 2x2−24x−32 = 0. (14)

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå (14) ÿâëÿåòñÿ âîçâðàòíûì óðàâíåíèåì íå÷¼ò-
íîé (ïÿòîé) ñòåïåíè, λ = −2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ýòî óðàâíåíèå èìååò
êîðåíü x = 2. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x+ 2. Ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè: x4 + 5x3 + 9x2 + 20x+ 16 = 0. (15)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âîçâðàòíûì óðàâíåíèåì ÷¼òíîé ñòåïåíè ñ λ =
4. Òàê êàê x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (15), òî ðàçäåëèì åãî íà
x2 è ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

x2 + 42

x2

)
+ 5

(
x+ 4

x

)
+ 9 = 0. (16)

Ïîíèçèì ñòåïåíü óðàâíåíèÿ (16) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè x + 4
x = y,

ïîëó÷èì y2 − 8 + 5y + 9 = 0⇔ y2 + 5y + 1 = 0. Êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâ-
íåíèÿ åñòü ÷èñëà −5±

√
21

2 . Îñòà¼òñÿ ðåøèòü óðàâíåíèÿ x + 4
x = −5+

√
21

2

è x + 4
x = −5−

√
21

2 . Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíåé. Êîðíè âòîðîãî óðàâíåíèÿ åñòü x2,3 =
−5−

√
21±
√

10
√
21−18

4 .

Îòâåò: x1 = 2, x2,3 =
−5−

√
21±
√

10
√
21−18

4 .
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5. Ñèììåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Öåëîå ðàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷å-
ñêèì, åñëè ó íåãî ðàâíû êîýôôèöèåíòû ïðè xk è ïðè xn−k. Òàêèì îáðà-
çîì, ñèììåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ akx
n−k + . . .+ akx

k + . . .+ a1x+ a0 = 0, a0 6= 0.

Ñèììåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì âèäîì âîçâðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ (λ = 1).

Ïðèìåðû. 2x4 +3x3 +5x2 +3x+2 = 0, x5−2x4 +x3 +x2−2x+1 = 0
- ñèììåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

Èç òåîðåì 3-5 î âîçâðàòíûõ óðàâíåíèÿõ ñëåäóþò òåîðåìû:

Òåîðåìà 6. Ñèììåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå íå÷¼òíîé ñòåïåíè èìååò êî-
ðåíü x = −1.

Òåîðåìà 7. Â ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ñèììåòðè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå÷¼òíîé ñòåïåíè íà x+1 ïîëó÷àåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîå
óðàâíåíèå ÷¼òíîé ñòåïåíè.
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Òåîðåìà 8. Ñèììåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷¼òíîé ñòåïåíè 2n ïîäñòà-
íîâêîé y = x + 1

x ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñòåïåíè n è ê n óðàâíåíèÿì
âòîðîé ñòåïåíè.

Ðåøàþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òåì æå ïðè¼ìîì, ÷òî è âîçâðàò-
íûå óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå x4 − 2x3 − x2 − 2x+ 1 = 0.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x2, òàê êàê x = 0 íå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì

x2 − 2x− 1− 2 · 1x + 1
x2 = 0,

îòêóäà èìååì (
x2 + 1

x2

)
− 2

(
x+ 1

x

)
− 1 = 0.

Ïîëîæèì x+ 1
x = y. Òîãäà x2 + 1

x2 = y2 − 2. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå
y2 − 2y − 3 = 0. Íàõîäèì y1 = 3; y2 = −1. Îñòà¼òñÿ ðåøèòü äâà óðàâíå-
íèÿ: x+ 1

x = 3 è x+ 1
x = −1. Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè x1,2 = 3±

√
5

2 .
Âòîðîå óðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íå èìååò.

Îòâåò: x1,2 = 3±
√
5

2 .
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Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå x7−2x6+3x5−x4−x3+3x2−2x+1 = 0.

Ðåøåíèå. Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü x = −1, òàê êàê ýòî ñèììåò-
ðè÷åñêîå óðàâíåíèå íå÷¼òíîé ñòåïåíè. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
x+ 1. Ïîëó÷èì ñèììåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷¼òíîé ñòåïåíè

x6 − 3x5 + 6x4 − 7x3 + 6x2 − 3x+ 1 = 0.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà x3 è îáúåäèíèì ïåðâûé
÷ëåí ñ ïîñëåäíèì, âòîðîé ñ ïðåäïîñëåäíèì è ò.ä. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå(

x3 + 1
x3

)
− 3

(
x2 + 1

x2

)
+ 6

(
x+ 1

x

)
− 7 = 0.

Ïîëîæèì x + 1
x = y. Òîãäà x2 + 1

x2 = y2 − 2 è x3 + 1
x3 = y3 − 3y. Äëÿ

íåèçâåñòíîãî y èìååì óðàâíåíèå y3 − 3y2 + 3y − 1 = 0. Ýòî óðàâíåíèå
èìååò åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü y = 1. Óðàâíåíèå x+ 1

x = 1
íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

Îòâåò: x = −1.

Äðîáíî-ðàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

P (x)
H(x) = 0,

ãäå P (x), H (x) - íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû äðîáü ðàâíÿëàñü íóëþ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè ðàâíÿëñÿ íóëþ, à çíàìåíàòåëü áûë îòëè÷åí
îò íóëÿ. Íà ýòîì ñâîéñòâå äðîáè è îñíîâàí ïîäõîä ê ðåøåíèþ äðîáíî-
ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðåøåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âåñòè äâóìÿ ñïîñî-
áàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá. Óðàâíåíèå âèäà P (x)
H(x) = 0 ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{

P (x) = 0,
H (x) 6= 0.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3x+2
5x−5 −

5x+4
6x−6 = 11

15 .

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì óðàâíåíèå ê âèäó, êîãäà â åãî ïðàâîé ÷àñòè áóäåò
ëèøü 0:

3x+2
5x−5 −

5x+4
6x−6 −

11
15 = 0.

Ïðèâåä¼ì äðîáè, ñòîÿùèå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ê îáùåìó çíàìå-
íàòåëþ è ñëîæèì èõ:

6·(3x+2)−5·(5x+4)−11·2·(x−1)
30·(x−1) = 0,

18x+12−25x−20−22x+22
30·(x−1) = 0,
−29x+14
30·(x−1) = 0,
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Ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{
−29x+ 14 = 0,
30 (x− 1) 6= 0,

⇔
{
x = 14

29 ,

x 6= 1,
⇔ x =

14

29
.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àëèñü ðàâíîñèëüíûå
ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó x = 14

29 - êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: x = 14
29 .

Âòîðîé ñïîñîá. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ íåèçâåñòíîãî íå
îïðåäåëÿåòñÿ, ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà íàéäåííûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîãî
íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå óðàâíåíèå.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2−2x+3
x−1 + 4x+ x−3

x−1 = 0.

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò êîðåíü. Îáîçíà÷èì
åãî

_
x. Òîãäà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

_
x
2
−2

_
x +3

_
x −1

+ 4
_
x +

_
x −3
_
x −1

= 0.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè òîæäåñòâà íà
_
x −1. Ïîëó÷èì òîæäåñòâî

_
x
2
−2

_
x +3 + 4

_
x
2
−4

_
x +

_
x −3 = 0
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èëè
5
_
x
2
−5x = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
_
x= 0 èëè

_
x= 1.

Çíà÷èò, åñëè äàííîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè, òî ýòî x = 0 èëè x = 1.
Íèêàêèõ äðóãèõ êîðíåé, êðîìå x = 0 è x = 1, áûòü íå ìîæåò.

Âûÿñíèì, áóäóò ëè x = 0 è x = 1 êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â èñõîäíîå óðàâíåíèå âìåñòî íåèçâåñòíîãî ÷èñëî
0; ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Çíà÷èò, ÷èñëî x = 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâèì âìåñòî íåèçâåñòíîãî ÷èñëî 1; çíàìåíàòåëü x − 1
îáðàùàåòñÿ â íîëü, ò.å. ÷èñëî x = 1 êîðíåì íå ÿâëÿåòñÿ. x = 1 - ïîñòîðîí-
íèé êîðåíü äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïîÿâèëñÿ îí â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ
îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà x− 1.

Îòâåò: x = 0.

Ðåøåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïîä-
õîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííîé èëè ãðóïïèðîâêè èõ ÷ëåíîâ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ, åñëè ââåñòè íîâóþ ïå-
ðåìåííóþ èëè óäà÷íî ñãðóïïèðîâàòü åãî ÷ëåíû.
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Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1
x + 1

x+2 + 1
x+5 + 1

x+7 = 1
x+1 + 1

x+3 + 1
x+4 + 1

x+6 .

Ðåøåíèå. Ïåðåíåñ¼ì âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ â ëåâóþ ÷àñòü è ñãðóïïè-
ðóåì: (

1
x + 1

x+7

)
−
(

1
x+1 + 1

x+6

)
+
(

1
x+2 + 1

x+5

)
−
(

1
x+3 + 1

x+4

)
= 0.

Âûïîëíèì äåéñòâèÿ â ñêîáêàõ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

2x+7
x2+7x −

2x+7
x2+7x+6 + 2x+7

x2+7x+10 −
2x+7

x2+7x+12 = 0,

èëè

(2x+ 7)
(

1
x2+7x −

1
x2+7x+6 + 1

x2+7x+10 −
1

x2+7x+12

)
= 0.

Îäèí âîçìîæíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ ðàâåí −7
2 .

Ðåøèì óðàâíåíèå

1
x2+7x −

1
x2+7x+6 + 1

x2+7x+10 −
1

x2+7x+12 = 0.

Ïîëîæèì y = x2 + 7x, òîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

1
y −

1
y+6 + 1

y+10 −
1

y+12 = 0.
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Âûïîëíèì óêàçàííûå äåéñòâèÿ è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

8y2 + 56y + 720

y (y + 6) (y + 10) (y + 12)
= 0⇔

{
8y2 + 56y + 720 = 0,
y (y + 6) (y + 10) (y + 12) 6= 0.

.

Íî óðàâíåíèå 8y2 + 56y + 720 = 0 íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.
Ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî x = −7

2 êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: x = −7
2 .

×àñòíûå âèäû äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðè¼ìû
èõ ðåøåíèÿ.

1) óðàâíåíèå a1
x+b1

+ a2
x+b2

+ . . .+ am
x+bm

= A (17) ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ai, bi è A ìîæíî ðåøàòü òàê: ãðóïïèðó-
åì ÷ëåíû óðàâíåíèÿ ïî äâà è ñóììèðóåì êàæäóþ ïàðó ñ öåëüþ �
ïîëó÷èòü â ÷èñëèòåëå ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé èëè íóëåâîé ñòåïåíè, îò-
ëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ÷èñëîâûìè ìíîæèòåëÿìè, à â çíàìåíàòåëÿõ �
òðåõ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè x, òîãäà
ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå áóäåò ëèáî èìåòü
òàêæå âèä (17), íî ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ, ëèáî áóäåò ðàâíî-
ñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ óðàâíåíèé, îäíî èç êîòîðûõ áóäåò ïåðâîé
ñòåïåíè, à âòîðîå áóäåò óðàâíåíèåì âèäà (17), íî ñ ìåíüøèì ÷èñëîì
ñëàãàåìûõ;
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2) óðàâíåíèå a1x+c1
x+b1

+ a2x+c2
x+b2

+ . . .+ anx+cn
x+bn

= D ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ai, bi, ci è D ìîæíî ðåøèòü òàê: âûäåëèòü
öåëóþ ÷àñòü â êàæäîé èç äðîáåé óðàâíåíèÿ, ò.å. çàìåíèòü äàííîå
óðàâíåíèå óðàâíåíèåì âèäà a1+

c1
x+b1

+a2+
c2

x+b2
+. . .+an+ cn

x+bn
= D, à

ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ñâîäèòñÿ ê âèäó (17), ïðè¼ì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(17) îïèñàí âûøå;

3) óðàâíåíèå âèäà

a1x+ b1
p1x2 + q1x+ r1

+
a2x+ b2

p2x2 + q2x+ r2
+ . . .+

anx+ bn
pnx2 + qnx+ rn

= C

ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ai, bi, pi, qi, ri è
C ìîæíî ðåøàòü òàê: ðàçëîæèâ, åñëè âîçìîæíî, êàæäóþ èç äðîáåé
â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé

a1x+b1
p1x2+q1x+r1

= A1

x+d1
+ B1

x+k1
, ñâåñòè óðàâíåíèå ê âèäó (17);

4) óðàâíåíèå a1x
2+b1x+c1
d1x+k1

+ a2x
2+b2x+c2
d2x+k2

+ . . . + anx
2+bnx+cn
dnx+kn

= A ïðè íåêî-
òîðûõ óñëîâèÿõ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ai, bi, ci, di, ki è A ïîñëå
ïðåäñòàâëåíèÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî ëåâîé ÷àñòè â âèäå
a1x

2+b1x+c1
d1x+k1

= r1x+ q1 + B
d1x+k1

ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê âèäó (17);

5) óðàâíåíèå âèäà

A1x
ax2+b1x+c

+ A2x
ax2+b2x+c

+ . . .+ Akx
ax2+bkx+c

= B
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ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, c, bi è Ai çà-
ìåíîé íåèçâåñòíîãî ax+ c

x = y ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ âèäà

A1

y+b1
+ . . .+ Ak

y+bk
= B

Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé ÷èñëà a (ìîäóëåì) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè, èçîáðàæàþùåé äàííîå ÷èñëî a íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé, äî íà-
÷àëà êîîðäèíàò. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî:

|a| =

{
a, åñëè a ≥ 0,

−a, åñëè a < 0.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ

1. |a| ≥ 0;

2. |a| = | − a|;

3. |a| ≥ a;

4. |a · b| = |a| · |b|

5. |ab | =
|a|
|b| , åñëè b 6= 0;

6. |a+ b| ≤ |a|+ |b|;

7. |a+ b| = |a|+ |b| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ab ≥ 0;
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8. |a+ b| = a+ b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ≥ 0 è b ≥ 0;

9. |a− b| ≤ |a|+ |b|

10. |a− b| = |a|+ |b| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ab ≤ 0;

11. |a| − |b| ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2 − b2 ≥ 0.

Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ìîäóëÿìè

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òèïîâ óðàâíåíèé ñ ìîäóëåì, äëÿ êîòîðûõ èìå-
åòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì äàííûé ñïîñîá íå
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà:

|f(x)| = a, ãäå a ≥ 0

Ïðåäïî÷òèòåëüíûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ áóäåò ïåðåõîä ê ñîâîêóïíîñòè:[
f(x) = a,

f(x) = −a.
À äëÿ óðàâíåíèé âèäà: f(x) = g(x)
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òàêæå ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ïî÷òè àíàëîãè÷íîé ñîâîêóïíîñòè, íî òàê
êàê ìîäóëü ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî è ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Ýòî óñëîâèå íóæíî äîïè-
ñàòü â êà÷åñòâå îáùåãî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ âñåãî ïðèìåðà. Òîãäà ïîëó÷èì
ñèñòåìó:


[
f(x) = g(x),

f(x) = −g(x),

g(x) ≥ 0.

Îáà ýòèõ òèïà óðàâíåíèé ìîæíî ðåøàòü è äðóãèì ñïîñîáîì: ðàñêðû-
âàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìîäóëü íà ïðîìåæóòêàõ, ãäå ïîäìîäóëü-
íîå âûðàæåíèå èìååò îïðåäåë¼ííûé çíàê. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïîëó÷àòü
ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì. Ïðèâåäåì îáùèé âèä ðåøåíèé, ïîëó÷àþùèõ-
ñÿ äëÿ îáîèõ òèïîâ óðàâíåíèé ïðèâåä¼ííûõ âûøå:

|f(x)| = a⇒


{
−f(x) = a,

f(x) < 0;{
f(x) = a,

f(x) ≤ 0.
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|f(x)| = g(x)⇒


{
−f(x) = g(x),

f(x) < 0;{
f(x) = g(x)

f(x) ≤ 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ áîëåå ÷åì îäèí ìîäóëü
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Ñíà÷àëà íàõîäèì òî÷êè íà ÷èñëîâîé îñè, â êîòîðûõ îáðàùàåòñÿ â
íóëü êàæäîå èç âûðàæåíèé, ñòîÿùèõ ïîä ìîäóëåì.

Äàëåå äåëèì âñþ ÷èñëîâóþ îñü íà èíòåðâàëû ìåæäó ïîëó÷åííûìè
òî÷êàìè è èññëåäóåì çíàê êàæäîãî èç ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé íà
êàæäîì èíòåðâàëå. Çàìåòüòå, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà âûðàæå-
íèÿ íàäî ïîäñòàâèòü â íåãî ëþáîå çíà÷åíèå x èç èíòåðâàëà, êðîìå
ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Âûáèðàéòå òå çíà÷åíèÿ x, êîòîðûå ëåãêî ïîäñòàâ-
ëÿòü.

Äàëåå íà êàæäîì ïîëó÷åííîì èíòåðâàëå ðàñêðûâàåì âñå ìîäóëè â
èñõîäíîì óðàâíåíèè â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ çíàêàìè íà äàííîì èíòåð-
âàëå è ðåøàåì ïîëó÷åííîå îáû÷íîå óðàâíåíèå. Â îòâåò âûïèñûâàåì
òîëüêî òå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïîïàäàþò â èññëåäóåìûé
ïðîìåæóòîê.
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Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
∣∣∣x2+2x+1

x

∣∣∣ = x2+2x+1
x .

Ðåøåíèå.∣∣∣∣x2 + 2x+ 1

x

∣∣∣∣ =
x2 + 2x+ 1

x
⇔ x2 + 2x+ 1

x
≥ 0⇔

[
x > 0,
x = −1.

Îòâåò. {−1} ∪ (0; +∞).

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x3 + x− 1| = |x3 − x+ 1|.

Ðåøåíèå.

|x3 + x− 1| = |x3 − x+ 1| ⇔
[
x3 + x− 1 = x3 − x+ 1,
x3 + x− 1 = −(x3 − x+ 1),

⇔
[
x = 0
x = 1.

Îòâåò. {0; 1}.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x3 − 3x+ 1| = 3x+ 1.

Ðåøåíèå.

|x3 − 3x+ 1| = 3x+ 1⇔


3x+ 1 ≥ 0,[

x3 − 3x+ 1 = 3x+ 1,

x3 − 3x+ 1 = −3x− 1,

⇔
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⇔



x ≥ −1
3 ,

x = 0,

x =
√

6,

x = −
√

6,

x = − 3
√

2,

⇔
[
x = 0,

x =
√

6.

Îòâåò. {0;
√

6.}

Ðÿä óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà. Ñóììà ìîäóëåé ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé ñóììå ïîäìîäóëüíõ
âåëè÷èí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ âåëè÷èíà èìååò òîò çíàê, ñ
êîòîðûì îíà âõîäèò â àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x2 − 1|+ |x2 − 5x+ 6| = 5x− 7.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 5x − 7 = (x2 − 1) − (x2 − 5x + 6), òî ìû èìååì
ðàâåíñòâî âèäà |m1|+ |m2| = α1m1+α2m2, ãäå α1 = 1, α2 = −1. Ïîýòîìó
èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå:

{
x2 − 1 ≥ 0,

−(x2 − 5x+ 6) ≥ 0
⇔

{
x2 − 1 ≥ 0,

x2 − 5x+ 6 ≤ 0
⇔
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⇔

{
x ≤ −1,x ≥ 1,

2 ≤ x ≤ 3
⇔ 2 ≤ x ≤ 3.

Îòâåò. 2 ≤ x ≤ 3.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x− 2|+ |x− 3|+ |2x− 8| = 9.

Ðåøåíèå. Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ìîäóëÿ.

Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííûå ïîä çíàêîì äâóõ
è áîëåå ìîäóëåé, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

1. Íàéòè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðûõ êàæäûé èç ìîäóëåé îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü: x − 2 = 0, x1 = 2; x − 3 = 0, x2 = 3; 2x − 8 = 0,
x3 = 4.

2. Îòìåòèòü ýòè òî÷êè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

3. Ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ è óñòàíàâëè-
âàåì çíàê âûðàæåíèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïîä ìîäóëÿìè.

1) Ïðè x ≤ 2 èëè x ∈ (−∞; 2]. ×òîáû îïðåäåëèòü çíàê êàæäîãî èç âû-
ðàæåíèé ïîä ìîäóëåì íà ýòîì ïðîìåæóòêå, äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáîå
çíà÷åíèå x èç ýòîãî ïðîìåæóòêà è ïîäñòàâèòü â âûðàæåíèå. Åñëè
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ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå îòðèöàòåëüíî, çíà÷èò, ïðè âñåõ x èç ýòîãî ïðî-
ìåæóòêà âûðàæåíèå áóäåò îòðèöàòåëüíûì; åñëè ïîëó÷åííîå ÷èñëî-
âîå çíà÷åíèå ïîëîæèòåëüíî, çíà÷èò, ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x èç ýòîãî
ïðîìåæóòêà âûðàæåíèå áóäåò ïîëîæèòåëüíûì.

Âîçüìåì çíà÷åíèå x = 0 èç ïðîìåæóòêà (−∞; 2] è ïîäñòàâèì åãî
çíà÷åíèå â âûðàæåíèå x − 2, ïîëó÷àåì 0 − 2 = −2 < 0, çíà÷èò íà
ýòîì ïðîìåæóòêå x− 2 îòðèöàòåëüíî, à ñëåäîâàòåëüíî �âûéäåò� èç
ïîä ìîäóëÿ ñî çíàêîì �ìèíóñ�, ïîëó÷èì: −(x− 2).

Ïðè ýòîì çíà÷åíèè x, âûðàæåíèå x − 3 ïîëó÷èò çíà÷åíèå 0 − 3 =
−3 < 0, çíà÷èò, îíî íà ïðîìåæóòêå (−∞; 2] òàêæå ïðèíèìàåò îò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è �âûéäåò� èç ìîäóëÿ ñî çíàêîì �ìèíóñ�, ïî-
ëó÷èì: −(x− 3).

Âûðàæåíèå 2x− 8 ïîëó÷èò çíà÷åíèå 2 · 0− 8 = −8 < 0 è ¾âûéäåò¿
èç ïîä ìîäóëÿ ñî çíàêîì �ìèíóñ�: −(2x− 8).

Óðàâíåíèå íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïîëó÷èòñÿ òàêèì: −(x − 2) − (x −
3)− (2x− 8) = 9, ðåøàÿ åãî, íàõîäèì: x = 1.

Âûÿñíÿåì, âõîäèò ëè ýòî çíà÷åíèå â ïðîìåæóòîê (−∞; 2]. Îêàçû-
âàåòñÿ âõîäèò, çíà÷èò x = 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ.

2) Ïðè x ∈ (2; 3]. Âûáèðàåì ëþáîå çíà÷åíèå x èç ýòîãî ïðîìåæóò-
êà. Ïóñòü x = 2, 5. Îïðåäåëÿåì çíàê êàæäîãî èç âûðàæåíèé ïîä
ìîäóëåì ïðè ýòîì çíà÷åíèè x. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå x − 2
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ïîëîæèòåëüíî, à äâà äðóãèõ îòðèöàòåëüíû.

Óðàâíåíèå íà ýòîì ïðîìåæóòêå ïðèìåò âèä:

x− 2− (x− 3)− (2x− 8) = 9.

Ðåøàÿ åãî, íàõîäèì x = 0. Ýòî çíà÷åíèå íå âõîäèò â ïðîìåæóòîê
(2; 3], à çíà÷èò, íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ.

3) Ïðè x ∈ (3; 4]. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå x èç ýòîãî ïðîìå-
æóòêà, ñêàæåì, 3, 5 è ïîäñòàâëÿåì â êàæäîå èç âûðàæåíèé. Íàõî-
äèì, ÷òî âûðàæåíèÿ x− 2 è x− 3 ïîëîæèòåëüíû, à 2x− 8 - îòðèöà-
òåëüíî. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: x−2 +x−3− (2x−8) = 9.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì: 3 = 9, à çíà÷èò, óðàâíåíèå íå èìå-
åò êîðíåé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

4) Ïðè x ∈ (4; +∞). Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî âñå âûðàæåíèÿ íà ýòîì
ïðîìåæóòêå ïîëîæèòåëüíû, à çíà÷èò ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

x − 2 + x − 3 + 2x − 8 = 9, 4x = 22, x = 5, 5 êîòîðîå âõîäèò â
ïðîìåæóòîê è ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ.

Îòâåò. x = 1, x = 5, 5.
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Ïðèìåð 6. ×åìó ðàâíà ñóììà êîðíåé óðàâíåíèÿ (êîðåíü, åñëè îí
îäèí) óðàâíåíèÿ |3x−4|+x

2−12|x|+36
x−5 = |x− 2|?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

|3x−4|+x2−12|x|+36
x−5 ,

è ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

|3x−4|+(|x|−6)2
x−5 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëèòåëü äðîáè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Çíà÷èò äðîáíîå âûðàæåíèå ïîëîæè-
òåëüíî, åñëè x−5 > 0 (ò.ê. |x−2| ≥ 0). Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå âûðàæå-
íèå, ïðè óñëîâèè x > 5. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó:

3x− 4 + x2 − 12x+ 36

x− 5
= x− 2, x > 5,

3x− 4 + x2 − 12x+ 36 = x2 − 7x+ 10, x > 5,

Îòâåò. x = 11.

Ïðèìåð 7. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x
3+x|
|x+1| = 2

x+1 .
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Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íåîòðèöàòåëüíà, ïðè
âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé, íà ìíîæåñòâå êîðíåé óðàâíåíèÿ
ïðàâàÿ åãî ÷àñòü òîæå äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé, îòñþäà óñëîâèå
x > −1, íà ýòîì ïðîìåæóòêå çíàìåíàòåëè îáåèõ äðîáåé ðàâíû, è îñòà-
åòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå |x3 + x| = 2. Ðåøàÿ åãî è ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèå
x > −1, ïîëó÷àåì
Îòâåò. x = 1.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x− 3| = 4.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü äâóõ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé: [

x− 1 = 4,
x− 3 = −4;

[
x = 7,
x = −1;

Îòâåò. x1 = 7;x2 = −1.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x2 − 5x+ 5| = 1

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà ñîâî-
êóïíîñòü äâóõ óðàâíåíèé:[

x2 − 5x+ 5 = 1,
x2 − 5x+ 5 = −1;

[
x2 − 5x+ 4 = 0,
x2 − 5x+ 6 = 0;

[
x = 1, x = 4;
x = 2, x = 3.
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Îòâåò. x1 = 1;x2 = 4;x3 = 2;x4 = 3.

Ïðèìåð 10. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x| − 3 = 0.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó:{
x-3=0,

x ≥ 0;

{
x=3,

x ≥ 0;
x = 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíÿìè äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 3 è �3.

Îòâåò. x1 = 3;x2 = −3

Ïðèìåð 11. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x2 − 4|x| = 21.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó:{
x2 − 4x = 21,

x ≥ 0;

{
x2 − 4x− 21 = 0,

x ≥ 0;

Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x2 − 4|x| − 21 = 0 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x1 = −3 è
x2 = 7, èç êîòîðûõ óñëîâèþ x ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò x2 = 7.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíÿìè äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 7 è �7.
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Îòâåò. x1 = 7;x2 = −7.

Ïðèìåð 12. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |4x− 7| = 2x+ 5

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
ñîâîêóïíîñòè ñëåäóþùèõ ñìåøàííûõ ñèñòåì:

1)

{
4x− 7 = 2x+ 5,

2x+ 5 ≥ 0;

{
2x = 12,

x ≥ −2, 5;

{
x = 6,

x ≥ −2, 5;
x = 6.

2)

{
4x− 7 = −2x− 5,

2x+ 5 ≥ 0;

{
6x = 2,

x ≥ −2, 5;

{
x = 1

3 ,

x ≥ −2, 5;
x = 1

3 .

Îòâåò. x1 = 6;x2 = 1
3

Ïðèìåð 13. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x2 − 3x+ 2| = 3x− x2 − 2

Ðåøåíèå. Ðåøèòü ñëåäóåò äâå ñìåøàííûå ñèñòåìû:

1)

{
x2 − 3x+ 2 = 3x− x2 − 2,

3x− x2 − 2 ≥ 0;

{
2x2 − 6x+ 4 = 0,

3x− x2 − 2 ≥ 0;{
x2 − 3x+ 2 = 0,

x2 − 3x+ 2 ≤ 0;
x1 = 1, x2 = 2.
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2)

{
x2 − 3x+ 2 = −3x+ x2 + 2,

3x− x2 − 2 ≥ 0;

{
0 = 0,

3x− x2 − 2 ≥ 0;
1 ≤ 2

Îòâåò. 1 ≤ 2

Ïðèìåð 14. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x− 3| − |x+ 2| = 5.

Ðåøåíèå.

1) x− 3 = 0, x+ 2 = 0,
x = 3; x = −2.

2)

3)

a)

{
x < −2,

−x+ 3 + x+ 2 = 5;

{
x < −2,

5 = 5;
x < −2.

á)

{
−2 ≤ x < 3,

−x+ 3− x− 2 = 5;

{
−2 ≤ x < 3,

x = −2;
x = −2.

â)

{
x ≥ 3,

x− 3− x− 2 = 5;

{
x ≥ 3,

−5 = 5;
êîðíåé íåò.

Îòâåò. x ≤ −2
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Ïðèìåð 15. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x− 1|+ |x+ 1| − |x−3|x−3 = 5

Ðåøåíèå.

1) x− 1 = 0, x+ 1 = 0, x− 3 = 0,

x = 1, x = −1, x = 3,

2)

3)

à)

{
x < −1,

−x+ 1− x− 1 + 1 = 5;

{
x < −1,

x = −2;
x = −2.

á)

{
−1 ≤ x < 1,

−x+ 1 + x+ 1 + 1 = 5;

{
−1 ≤ x < 1,

3 = 5;
êîðíåé íåò.

â)

{
1 ≤ x < 3,

x− 1 + x+ 1 + 1 = 5;

{
1 ≤ x < 3,

x = 2;
x = 2.

ã)

{
x > 3,

x− 1 + x+ 1− 1 = 5;

{
x > 3,

x = 3;
x = 3.

Îòâåò. x1 = 2, x2 = −2

Ïðèìåð 16. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x2 − 5x− 4| = |x+ 3|
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Ðåøåíèå. Çàìåíèì äàííîå óðàâíåíèå ñîâîêóïíîñòüþ äâóõ óðàâíå-
íèé:

1) x2 − 5x− 4 = x+ 3
x2 − 6x− 7 = 0
x1 = 7, x2 = −1;

2) x2 − 5x− 4 = −x− 3
x2 − 4x− 1 = 0
x3,4 = 2±

√
5.

Îòâåò. x1 = 7, x2 = −1, x3,4 = 2±
√

5.

Ïðèìåð 17. Ðåøèòå óðàâíåíèå |2x− 3| = |x+ 1|
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìîäóëÿ ÷èñëà, çàìåíèì äàííîå óðàâ-

íåíèå óðàâíåíèåì

(2x− 3)2 = (x+ 1)2;
4x2 − 12x+ 9 = x2 + 2x+ 1,

3x2 − 14x+ 8 = 0,
x1,2 = 7±5

3 ,
x1 = 4, x2 = 2

3

Îòâåò. x1 = 4, x2 = 2
3
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 8 è 9

Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. ×òî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì?

2. ×òî çíà÷èò ¾ðåøèòü óðàâíåíèå¿?

3. ×òî íàçûâàåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ?

4. Ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíåíèé (îñíîâíûå òåîðåìû).

5. Ìåòîäû ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé (ðàç-
ëîæåíèå íà ìíîæèòåëè, çàìåíà ïåðåìåííîé).

6. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

7. Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î êîðíå ïðè ðåøåíèè ðàöèîíàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

8. Èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè òîæäåñòâåííîì
ïðåîáðàçîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé.

9. Çàìåíû ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé.

10. Íàéäèòå ðàöèîíàëüíûå êîðíè óðàâíåíèé:

à) x3 − 6x2 + 5x+ 12 = 0;
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á) 4x3 − 10x2 + 14x− 5 = 0;

â) 8x5 − 54x4 + 105x3 + 26x2 − 276x+ 216 = 0;

ã) 6x6 − 13x5 + 13x4 − 12x3 + 6x2 + x− 1 = 0;

ä) 6x4 + 5x3 − 14x2 + x+ 2 = 0;

å) 27x3 + 9x2 − 48x+ 20 = 0.

Îòâåòû: à) x1 = −1; x2 = 3; x3 = 4; á) x = 1
2 ; â) x1 = 2; x2 = 9

4 ;
x3 = −3

2 ; ã) x1 = 1; x2 = 1
2 ; x3 = −1

3 ; ä) x1 = 1; x2 = −2; x3 = 1
2 ;

x4 = −1
3 ; å) x1 = 2

3 ; x2 = −5
3 .

11. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) 2 ·
(
x2 − 6x− 1

)2
= 11− 7x2 + 42x;

á) (x− 3) (x− 4) (x− 7) (x− 8) = 60;

â) (12x− 1) (6x− 1) (4x− 1) (3x− 1) = 5;

ã) x4 + 3x3 − 6x2 − 11x+ 15 = 0;

ä) x4 + x3 − 2x2 + 12x− 16 = 0;

å) x5 − 5x4 + 6x3 + 18x2 − 135x+ 243 = 0;

æ) x5 + 2x4 + 3x3 + 3x2 + 2x+ 1 = 0;

ç) 4x6 + 5x5 − 3x4 + 50x3 − 9x2 + 45x+ 108 = 0;

è) x2−x
x2−x+1 −

x2−x+2
x2−x−2 = 1;
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ê) 1
x3−x2+x−1 −

4
x+1 = x2+10x

x4−1 −
4x2+21

x3+x2+x+1 ;

ë) x2

25 + 36
x2 = 16

5

(
x
5 −

6
x

)
;

ì) 15
x2−4x+5 −

7
x2−4x−4 = 1

2 ;

í) 4x
4x2−8x+7 + 3x

4x2−10x+7 = 1;

î) x2+2x+2
x+1 + x2+8x+20

x+4 = x2+4x+6
x+2 + x2+6x+12

x+3 ;

ï) x4 = 11x−6
6x−11 ;

ð) 257x2−68
68x2−257 = x6;

ñ) x4 − 10x3 + 24x2 + 5x− 6 = 0;

ò) x2 + x2

(x−1)2 = 8.

Îòâåòû: à) x1,2 = 3±
√

6; x3,4 = 6±
√
42

2 ; á) x1 = 2; x2 = 9; â) x1 = 1
2 ;

x2 = − 1
12 ; ã) x1,2 = −1

2

(
1±
√

13
)
; x3,4 = −1±

√
6; ä) x1,2 = −1±

√
5;

å) x1,2 = ±3; æ) x = −1; ç) x1 = −1; x2 = −3; è) x1 = 0; x2 = 1;
ê) x = 4; ë) x1,2 = 5 ±

√
55; x3,4 = 3 ±

√
39; ì) x1 = 1; x2 = 3;

x3,4 = 2 ±
√

14; í) x1 = 1
2 , x2 = 7

2 ; î) x1 = 0; x2 = −5
2 ; ï) x1 = −1;

x2 = 2; x3 = 1
2 ; ð) x1,2 = ±2; x3,4 = ±1

2 ; ñ) x1,2 = 5±
√
37

2 ; x3,4 = 5±
√
17

2 ;
ò) x1 = 2, x2,3 = −1±

√
3.

12. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) |2x− 3| = 7.
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á) |x− 3|+ |x− 5| = 2.

â)
√
4−4x+x2
x−2 =

√
(5− x)2 + 1

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Íàéäèòå ÎÄÇ óðàâíåíèé:

à)
√
x− 1 lg (9− 2x) = 0;

á) 4
x + 7√

x+4
= 1

x2+5x+6 ;

â) 1
x3−x2+x−1 =

√
x4 − 1− 4x2+21√

x3+x2+x+1
.

2. Êàêîå èç äâóõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî?

à) (x+ 2) (x+ 1)2 = 3 (x+ 1)2 è x+ 2 = 3;

á) x2

x−2 = 4
x−2 è x

2 = 4;

â) x2 − 4
x+3 + 4

x+3 + 3x = 0 è x2 + 3x = 0.

3. ßâëÿþòñÿ ëè óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíûìè?

à) (5x− 1)2 = (3x+ 5)2 è 5x− 1 = 3x+ 5;

á) 4

√
(x+ 1)4 = 2 è |x+ 1| = 2;

â) (3x− 2)
√

1− x = (6− x)
√

1− x è 3x− 2 = 6− x.
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4. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) 12x5 − 77x4 + 23x3 + 313x2 + 21x− 180 = 0;

á)
(
x2 − x+ 1

)4 − 6x2
(
x2 − x+ 1

)2
+ 5x4 = 0;

â) 2x
4x2+3x+8 + 3x

4x2−6x+8 = 1
6 .

5. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) |x4 − 16− (x2 + 4)| = |x4 − 16| − |x2 + 4|.
á) |x3 + 2x2 − 4x− 4| = 4.

â) |4x− 1| − |2x− 3|+ |x+ 2| = 0.
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Íåðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííûìè

1. Îïðåäåëåíèå íåðàâåíñòâà ñ îäíîé ïåðåìåííîé.
2. Òåîðåìû î ðàâíîñèëüíûõ íåðàâåíñòâàõ.
3. Ðåøåíèå ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ.
4. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ.
5. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà |a+ b| ≤ |a|+ |b|.
6. Ìåòîä èíòåðâàëîâ ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ.

Âûðàæåíèÿ âèäà f (x) > g (x), f (x) < g (x), f (x) ≥ g (x),
f (x) ≤ g (x) íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè ñ îäíîé ïåðåìåííîé.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî � çíà÷èò íàéòè âñå åãî ðåøåíèÿ èëè óñòàíî-
âèòü, ÷òî èõ íåò. Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ âñÿêîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî, ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî âìåñòî íåèçâåñòíîãî â îáå ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà ïîëó÷àåòñÿ âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî.

Äâà íåðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè (ýêâèâàëåíòíûìè) íà
çàäàííîì ìíîæåñòâå Ì, åñëè îíè èìåþò íà ýòîì ìíîæåñòâå îäíè è òå
æå ðåøåíèÿ, ò.å. ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 1: Äâà íåðàâåíñòâà, íå èìåþùèå ðåøåíèé, ÿâëÿþòñÿ ðàâ-
íîñèëüíûìè.
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Ïðèìåð 1. Íåðàâåíñòâà x2 > 1 è 1 + 2
x−1 > 0 ðàâíîñèëüíû íà ìíî-

æåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òàê êàê ìíîæåñòâà ðåøåíèé êàæäîãî èç
ýòèõ íåðàâåíñòâ åñòü x > 1 èëè x < −1.

Òåîðåìà 1. Åñëè êàêîé-íèáóäü ÷ëåí íåðàâåíñòâà ïåðåíåñòè èç îäíîé
÷àñòè íåðàâåíñòâà â äðóãóþ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, òî ïîëó÷èòñÿ
íåðàâåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.

Êàêîâû áû íè áûëè ôóíêöèè f (x) ; g (x) ;ϕ (x), íåðàâåíñòâî

f (x) < g (x)

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà

f (x) + ϕ (x)− ϕ (x) < g (x)

è íåðàâåíñòâà

f (x) + ϕ (x) < g (x) + ϕ (x): f (x) + ϕ (x)− ϕ (x) < g (x)⇒f (x) < g (x),

f (x) + ϕ (x) < g (x) + ϕ (x)⇒ f (x) < g (x) .

Íåðàâåíñòâà

f (x) < g (x) è f (x) +ϕ (x)−ϕ (x) < g (x) (f (x) +ϕ (x) < g (x) +ϕ (x))
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ðàâíîñèëüíû, åñëè ôóíêöèÿ ϕ(õ ) îïðåäåëåíà íà ÎÄÇ íåðàâåíñòâà

f (x) < g (x).

Íåðàâåíñòâà

f (x) < g (x) è f (x) + α < g (x) + α

ðàâíîñèëüíû äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α.

Ïðèìåð 2. ßâëÿþòñÿ ëè íåðàâåíñòâà
x+ 3− 1

x−1 > −x+ 2− 1
x−1 è x+ 3 > −x+ 2 ðàâíîñèëüíûìè?

Ðåøåíèå. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ïðè-
áàâëåíèåì ê îáåèì åãî ÷àñòÿì îäíîãî è òîãî æå âûðàæåíèÿ 1

x−1 , êîòîðîå
íå îïðåäåëåíî ïðè x = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî x = 1 íå ìîæåò áûòü
ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà. Îäíàêî x = 1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòî-
ðîãî íåðàâåíñòâà. Èòàê, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå âòîðîãî íåðàâåíñòâà, êîòî-
ðîå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî íåðàâåíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå
íåðàâåíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ïåðâîãî, òàê êàê ëþáîå ðåøåíèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì âòîðîãî: x+ 3− 1

x−1 > −x+ 2− 1
x−1⇒x+ 3 > −x+ 2.
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Ïðèìåð 3. ßâëÿþòñÿ ëè íåðàâåíñòâà
x−3

x2−5x+6 < 2 è x− 3 < 2
(
x2 − 5x+ 6

)
ðàâíîñèëüíûìè?

Ðåøåíèå.ÎÄÇ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà åñòü ìíîæåñòâîR\ {2; 3}. Íà ýòîì
ìíîæåñòâå x−3

x2−5x+6 < 2⇔ 1
x−2 < 2⇔ −2x+5

x−2 < 0. Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ïåðâîãî íåðàâåíñòâà åñòü (−∞; 2) ,

(
5
2 ; 3
)
, (3; +∞).

Âòîðîå íåðàâåíñòâî x− 3 < 2
(
x2 − 5x+ 6

)
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

2x2−11x+15 > 0. Óðàâíåíèå 2x2−11x+15 = 0 èìååò äâà êîðíÿ: x1 = 3
è x2 = 5

2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà
2x2 − 11x+ 15 > 0 ñîñòîèò èç äâóõ ïðîìåæóòêîâ:

(
−∞; 5

2

)
, (3; +∞).

Òàêèì îáðàçîì, äàííûå íåðàâåíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè è,
áîëåå òîãî, íè îäíî èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî.

Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà íåëüçÿ îáå
åãî ÷àñòè óìíîæàòü íà çíàìåíàòåëü áåç âûÿñíåíèÿ çíàêà ïðèíèìàåìûõ
èì çíà÷åíèé.

x−3
x2−5x+6 < 2⇔ (x−3)−2(x2−5x+6)

x2−5x+6 < 0⇔
⇔ x−3−2x2+10x−12

x2−5x+6 < 0⇔ −2x2+11x−15
x2−5x+6 < 0⇔ 2x2−11x+15

x2−5x+6 > 0;

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà âûðàæåíèå x2−5x+6,
ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî, íå ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó.
Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
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Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(õ) îïðåäåëåíà è ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
õ èç ÎÄÇ íåðàâåíñòâà f (x) < g (x), òî íåðàâåíñòâî f (x) < g (x) è
íåðàâåíñòâî f (x)ϕ (x) < g (x)ϕ (x) ðàâíîñèëüíû. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(õ)
îïðåäåëåíà è îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ õ èç ÎÄÇ íåðàâåíñòâà
f (x) < g (x), òî íåðàâåíñòâî f (x) < g (x) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
f (x)ϕ (x) > g (x)ϕ (x).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü õ0 � ðåøåíèå íåðàâåíñòâà f (x) < g (x), ò.
å. f (x0) < g (x0) - âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî è ÷èñëî õ0 ïðèíàäëå-
æèò ÎÄÇ íåðàâåíñòâà f (x) < g (x). Òîãäà, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè âåðíîãî
íåðàâåíñòâà f (x0) < g (x0) íà ÷èñëî ϕ (x0), ïîëó÷àåì:

f (x0)ϕ (x0) < g (x0)ϕ (x0), åñëè ϕ (x0) > 0,

èëè

f (x0)ϕ (x0) > g (x0)ϕ (x0), åñëè ϕ (x0) < 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî õ0 îáðàùàåò ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâî

f (x)ϕ (x) < g (x)ϕ (x) èëè f (x)ϕ (x) > g (x)ϕ (x)

òàêæå â âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî

f (x0)ϕ (x0) < g (x0)ϕ (x0) èëè f (x0)ϕ (x0) > g (x0)ϕ (x0),
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çíà÷èò, õ0 � åñòü òàêæå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

f (x)ϕ (x) < g (x)ϕ (x) èëè f (x)ϕ (x) > g (x)ϕ (x) ñîîòâåòñòâåííî.

Èòàê, êàæäîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà f (x) < g (x) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðå-
øåíèåì ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâà

f (x)ϕ (x) < g (x)ϕ (x) èëè f (x)ϕ (x) > g (x)ϕ (x),

ò. å.

f (x) < g (x)⇒f (x)ϕ (x) < g (x)ϕ (x), ïðè ϕ (x) > 0;

f (x) < g (x)⇒f (x)ϕ (x) > g (x)ϕ (x), ïðè ϕ (x) < 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

f (x)ϕ (x) < g (x)ϕ (x)⇒f (x) < g (x), ïðè ϕ (x) > 0;

f (x)ϕ (x) > g (x)ϕ (x)⇒f (x) < g (x), ïðè ϕ (x) < 0.

Çíà÷èò,

f (x) < g (x)⇔f (x)ϕ (x) < g (x)ϕ (x), ïðè ϕ (x) > 0;

f (x) < g (x)⇔f (x)ϕ (x) > g (x)ϕ (x), ïðè ϕ (x) < 0.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè α - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî

f (x) < g (x)⇔ αf (x) < αg (x),

à åñëè α - îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî

f (x) < g (x)⇔ αf (x) > αg (x).

Âåðíî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: íåðàâåíñòâî f (x) > 0 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà f(x)

g(x) > 0, ãäå g (x) ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ íà ÎÄÇ íåðàâåíñòâà f (x) > 0.

Ïðèìåð 4. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâà f (x) < g (x) è g (x) > f (x)
ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî g (x) > f (x) ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåí-
ñòâà f (x) < g (x) â ðåçóëüòàòå ïåðåíîñà ÷ëåíîâ íåðàâåíñòâà èç îäíîé
÷àñòè â äðóãóþ (−g (x) < −f (x)) è óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåí-
ñòâà íà ÷èñëî �1. Ñëåäîâàòåëüíî, f (x) < g (x)⇔g (x) > f (x).

Ïðèìåð 5. Äîêàæåòå, ÷òî íåðàâåíñòâà f(x)
g(x) > 0 è f (x) g (x) > 0 ðàâ-

íîñèëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî f (x) g (x) > 0 ïîëó÷àåòñÿ èç íåðà-
âåíñòâà f(x)

g(x) > 0 â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà íà

g2 (x) (f(x)g
2(x)

g(x) > 0) è èñïîëüçîâàíèÿ ñëåâà íàïðàâî òîæäåñòâà

f(x)h(x)
ϕ(x)h(x) = f(x)

ϕ(x) .

Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ íåðàâåíñòâà f(x)
g(x) > 0 ôóíêöèÿ g2 (x) îïðåäåëå-

íà è ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ õ èç ÎÄÇ íåðàâåíñòâà f(x)
g(x) > 0,

çíà÷èò,

f(x)
g(x) > 0⇔f(x)g2(x)

g(x) > 0.

Èñïîëüçîâàíèå ñëåâà íàïðàâî òîæäåñòâà

f(x)h(x)
ϕ(x)h(x) = f(x)

ϕ(x)

ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó-ñëåäñòâèþ, ò. å.

f(x)g2(x)
g(x) > 0⇒ f (x) g (x) > 0.

Äîêàæåì îáðàòíîå, ÷òî

f (x) g (x) > 0⇒f(x)g2(x)
g(x) > 0.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñëî õ0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà
f (x) g (x) > 0, òî èìååì âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî f (x0) g (x0) > 0 è
g (x0) 6= 0. Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî f(x0)g

2(x0)
g(x0)

> 0, ïîëó÷àåìîå èç âåðíîãî
íåðàâåíñòâà f (x0) g (x0) > 0 óìíîæåíèåì è äåëåíèåì åãî ëåâîé ÷àñòè íà
÷èñëî g (x0) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî õ0 � åñòü òàêæå ðåøåíèå íåðà-
âåíñòâà f(x)g2(x)

g(x) > 0. Èòàê, êàæäîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà f (x) g (x) > 0

ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà f(x)g2(x)
g(x) > 0, ò. å.

f (x) g (x) > 0⇒ f(x)g2(x)
g(x) > 0.

Çíà÷èò, âñå âûïîëíÿåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè ðàâíîñèëüíûìè, ò. å.

f(x)
g(x) > 0⇔f (x) g (x) > 0.

Ïðèìåð 6. ßâëÿþòñÿ ëè íåðàâåíñòâà
√
x− 1 <

√
2− x è x−1 < 2−x

ðàâíîñèëüíûìè?

Ðåøåíèå.ÎÄÇ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé{
x− 1 ≥ 0,
2− x ≥ 0.

Çíà÷èò, ÎÄÇ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë îòðåçêà [1; 2].
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Ðåøåíèåì âòîðîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà(
−∞; 3

2

)
. Òàêèì îáðàçîì, äàííûå íåðàâåíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëü-

íûìè, òàê êàê, íàïðèìåð, ÷èñëî x = −5 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòîðîãî
íåðàâåíñòâà, íî íå âõîäèò â ÎÄÇ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî:
√
x− 1 <

√
2− x⇒ x− 1 < 2− x.

Äàííûå íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû íà ÎÄÇ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Íåðàâåíñòâî f (x) < g (x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà
2n
√
f (x) < 2n

√
g (x), ãäå n∈N.

2. Íåðàâåíñòâà 2n+1
√
f (x) < 2n+1

√
g (x), ãäå n∈N, è f (x) < g (x) ðàâíî-

ñèëüíû.

3. Ïóñòü ôóíêöèè f (x) è g (x) íåîòðèöàòåëüíû íà ìíîæåñòâå À.
Òîãäà íà ýòîì ìíîæåñòâå íåðàâåíñòâà f (x) < g (x) è
fn (x) < gn (x), ãäå n∈N, ðàâíîñèëüíû.

4. Íåðàâåíñòâà af(x) > ag(x) è f (x) > g (x) ðàâíîñèëüíû äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà à èç ïðîìåæóòêà (1; +∞).

Íåðàâåíñòâà af(x) > ag(x) è f (x) < g (x) ðàâíîñèëüíû äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà à èç ïðîìåæóòêà (0; 1).



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 211 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

5. Ïóñòü à � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà (1; +∞).

Òîãäà íåðàâåíñòâî f (x) > g (x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà

loga f (x) > loga g (x)

6. Ïóñòü à � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà (1; +∞) è ôóíê-
öèè f (x) è g (x) ïîëîæèòåëüíû íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå À. Òî-
ãäà íà ýòîì ìíîæåñòâå ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâà

f (x) > g (x) è loga f (x) > loga g (x)

7. Ïóñòü à � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà (0; 1) è ôóíêöèè
f (x) è g (x) ïîëîæèòåëüíû íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå À. Òîãäà íà
ýòîì ìíîæåñòâå ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâà

f (x) > g (x) è loga f (x) < loga g (x)

Ïðèìåð 7. ßâëÿþòñÿ ëè íåðàâåíñòâà lg
(
x2 − 4

)
> lg (4x− 7) è

x2 − 4 > 4x− 7 ðàâíîñèëüíûìè?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó

x2 − 4 > 4x− 7⇔ (x− 1) (x− 3) > 0,
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òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé âòîðîãî èç äàííûõ íåðàâåíñòâ ñîñòîèò èç âñåõ
÷èñåë ïðîìåæóòêîâ (−∞; 1) , (3; +∞). Îäíàêî, íàïðèìåð, ÷èñëî x = 0
èç ïðîìåæóòêà (−∞; 1) íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà

lg
(
x2 − 4

)
> lg (4x− 7),

òàê êàê îíî íå âõîäèò â åãî ÎÄÇ, êîòîðîå çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé óñëîâèé{
x2 − 4 > 0,
4x− 7 > 0.

Ïîýòîìó äàííûå íåðàâåíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.
Âòîðîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî:

lg
(
x2 − 4

)
> lg (4x− 7)⇒ x2 − 4 > 4x− 7.

Äàííûå íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû íà ÎÄÇ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà:

lg
(
x2 − 4

)
> lg (4x− 7)

x>2⇔ x2 − 4 > 4x− 7.

Ðåøåíèå öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ

Åñëè ôóíêöèè f (x) è g (x) çàäàíû öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè âûðà-
æåíèÿìè, òî íåðàâåíñòâà f (x) > g (x), f (x) ≥ g (x), f (x) < g (x),
f (x) ≤ g (x) íàçûâàþò öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè íåðàâåíñòâàìè.

Îò ëþáîãî èç öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ ìîæíî ïåðåéòè ê ðàâ-
íîñèëüíûì íåðàâåíñòâàì âèäà
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f (x)− g (x) > 0, f (x)− g (x) ≥ 0, f (x)− g (x) < 0, f (x)− g (x) ≤ 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòèõ íåðàâåíñòâ f (x) − g (x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-
ãî÷ëåí P (x). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áåçó, äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x),
èìåþùåãî êîðíè α1, α2, . . . , αn, íåðàâåíñòâî, íàïðèìåð,

P (x) = f (x)− g (x) > 0

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(x− α1) (x− α2) . . . (x− αn) ·Q (x) > 0.

Åñëè α1, α2, . . . , αn - âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà P (x), òî
ìíîãî÷ëåí Q (x) äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íå èìååò, à çíà÷èò, ñîõðàíÿåò
îäèí è òîò æå çíàê íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Êàæäûé èç ìíîæèòåëåé
x− αm > 0 ïðè x > αm è x− αm < 0 ïðè x < αm. Òîãäà âûðàæåíèå

(x− α1) (x− α2) . . . (x− αn) ·Q (x)

ìîæåò èçìåíèòü çíàê òîëüêî ïðè ïåðåõîäå ïåðåìåííîé x ÷åðåç îäíó
èç òî÷åê αm. Òî÷êè αm äåëÿò ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà íåñêîëüêî èíòåð-
âàëîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìîå ïðîèçâåäåíèå çíàêà íå
ìåíÿåò. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî çíàòü çíàê ïðîèçâåäåíèÿ â êàêîé-òî îäíîé
òî÷êå âíóòðè èíòåðâàëà, è ýòîò æå çíàê áóäåò èìåòü ïðîèçâåäåíèå âî
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âñåõ òî÷êàõ äàííîãî èíòåðâàëà. Ðàññìîòðåííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìå-
òîäîì èíòåðâàëîâ.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 2x4 − 7x3 − 3x2 + 5x− 1 < 0.

Ðåøåíèå. Äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
2 (x+ 1)

(
x− 1

2

) (
x−

(
2 +
√

3
)) (

x−
(
2−
√

3
))
< 0. Íàíåñ¼ì íàéäåí-

íûå êîðíè íà ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ è ðàññòàâèì çíàêè íà èíòåðâàëàõ.

Îòâåò: −1 < x < 2−
√

3; 1
2 < x < 2 +

√
3.

Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå íåðàâåíñòâà

Ðåøåíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî âåñòè äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè.

Ïåðâûé ñïîñîá : íåðàâåíñòâî çàìåíÿåòñÿ ðàâíîñèëüíîé ñîâîêóïíî-
ñòüþ ñèñòåì.
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Ïðèìåð 9. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî x+2
x−5 > 0.

Ðåøåíèå. Çàìåíèì äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ
ñèñòåì 

{
x+ 2 > 0,
x− 5 > 0,{
x+ 2 < 0,
x− 5 < 0.

Ðåøàÿ ïåðâóþ ñèñòåìó èç ñîâîêóïíîñòè, ïîëó÷àåì x > 5, à èç âòîðîé
- x < −2.

Îòâåò: x < −2, x > 5.

Âòîðîé ñïîñîá : ìåòîä èíòåðâàëîâ.

Ìåòîä èíòåðâàëîâ, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ âèäà

f (x) = (x−a1)n1(x−a2)n2 ·...·(x−ak)nk
(x−b1)m1(x−b2)m2 ·...·(x−bp)mp > 0 (< 0; ≥ 0; ≤ 0) ,

îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ:

1) åñëè c - íàèáîëüøåå èç ÷èñåë ai , bj, òî â ïðîìåæóòêå (c, ∞) ôóíê-
öèÿ f (x) ïîëîæèòåëüíà;
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2) åñëè ai (ñîîòâåòñòâåííî bj) � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïå-
íè ni (mj) âûðàæåíèÿ (x− ai)ni ((x− bj)mj) åñòü ÷èñëî íå÷¼òíîå, òî
ñïðàâà è ñëåâà îò ai ( bj) ôóíêöèÿ f (x) èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå
çíàêè, çíà÷èò, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó ôóíêöèÿ f (x) ìåíÿåò
çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé;

3) åñëè ai (ñîîòâåòñòâåííî bj) � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
ni (mj) âûðàæåíèÿ (x− ai)ni ((x− bj)mj) åñòü ÷èñëî ÷¼òíîå, òî ñïðà-
âà è ñëåâà îò ai ( bj) ôóíêöèÿ f (x) èìååò îäèíàêîâûå çíàêè, çíà÷èò,
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó ôóíêöèÿ f (x) íå ìåíÿåò çíàêà.

Ïðèìåð 10. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî (x−3)(x+2)
x2−1 < 1.

Ðåøåíèå. Ïîñëå ïåðåíîñà ÷èñëà 1 â ëåâóþ ÷àñòü è ïðèâåäåíèÿ ê
îáùåìó çíàìåíàòåëþ ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâî

x+5
(x−1)(x+1) > 0.

Ôóíêöèÿ

f (x) = x+5
(x−1)(x+1)

îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé çà èñêëþ÷åíèåì ¾íóëåé¿ çíàìå-
íàòåëÿ � ýòî òî÷êè 1 è −1. Íóëü ÷èñëèòåëÿ � òî÷êà −5. Îòìåòèì âñå
òî÷êè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Íà êàæäîì èç îáðàçîâàâøèõñÿ ïðîìåæóòêîâ
f (x) ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííûé çíàê.
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Îòâåò: −5 < x < −1, x > 1.

Ïðèìåð 11. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
(x2−1)

2
(x−3)4

(x+2)
21
(2x−3)3 ≥ 0.

Ðåøåíèå. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îòìåòèì íóëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíà-
òåëÿ äðîáè: òî÷êè −2, −1, 1, 3

2 , 3. Íà êàæäîì èç îáðàçîâàâøèõñÿ ïðî-
ìåæóòêîâ

f (x) =
(x2−1)

2
(x−3)4

(x+2)
21
(2x−3)3

ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííûé çíàê.

Îòâåò: x < −2, x > 3
2 , x = ±1.

Ïðèìåð 12. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |3x− 2| − 2|x− 1| ≤ 2|x| − 1

Ðåøåíèå.
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Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

1.

{
x ≥ 1,

3x− 2− 2x+ 2 ≤ 2x− 1
⇔

{
x ≥ 1,

x ≥ 1
⇔ x ≥ 1

2.

{
2
3 ≤ x < 1,

3x− 2 + 2x− 2 ≤ 2x− 1
⇔

{
2
3 ≤ x < 1,

x ≤ 1
⇔ 2

3≤ x < 1

3.

{
0 ≤ x < 2

3 ,

−3x+ 2 + 2x− 2 ≤ 2x− 1
⇔

{
0 ≤ x < 2

3 ,

x ≥ 1
3

⇔ 1
3≤ x < 2

3

4.

{
x < 0,

−3x+ 2 + 2x− 2 ≤ −2x− 1
⇔

{
x < 0,

x ≤ −1
⇔x ≤ −1

Îáúåäèíèì ýòè ðåøåíèÿ:
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Îòâåò: (−∞;−1] ∪ [13 ;∞)

Ïðèìåð 13. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |81x4 − 16| > 81x4 − 16.

Ðåøåíèå.

|81x4 − 16| > 81x4 − 16⇔ 81x4 − 16 < 0⇔ −2
3 < x < 2

3 .

Îòâåò.
(
−2

3 ; 2
3

)
.

Ïðèìåð 14. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |x2 − 1| < |x+ 1|.

Ðåøåíèå.

|x2 − 1| < |x+ 1| ⇔ (x2 − 1)2 − (x+ 1)2 ≤ 0⇔

⇔ (x2 − x− 2)(x2 + x) ≤ 0⇔
[

0 ≤ x ≤ 2,
x = −1.

Îòâåò. {−1} ∪ [0; 2].
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Ïðèìåð 15. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |2x− |x− 2|| ≤ 3.

Ðåøåíèå.

|2x− |x− 2|| ≤ 3⇔
(

2x− |x− 2| ≤ 3,
−|2x− |x− 2| ≤ 3

⇔

⇔
(

2x− 3− |x− 2| ≤ 0,
2x+ 3− |x− 2| ≥ 0

⇔


[

2x− 3− (x− 2) ≤ 0,
2x− 3 + (x− 2) ≤ 0
2x+ 3− (x− 2) ≥ 0,
2x+ 3 + (x− 2) ≥ 0

⇔

⇔


[
x ≤ 1,
x ≤ 5

3 ,
x ≥ −5,
x ≥ −1

3

⇔ −1

3
≤ x ≤ 5

3
.

Îòâåò.
[
−1

3 ; 5
3

]
.

Ïðèìåð 16. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |x+ 1|+ |x− 1| > 2.

Ðåøåíèå. Èçîáðàçèì íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé òî÷êè, ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé îò êîòîðûõ äî òî÷åê −1 è 1 â òî÷íîñòè ðàâíà 2. Ýòî âñå òî÷êè
îòðåçêà [−1; 1]. Äëÿ âñåõ ÷èñåë âíå äàííîãî îòðåçêà ñóììà ðàññòîÿíèé
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áóäåò áîëüøå äâóõ.

Îòâåò. (−∞;−1) ∪ (1; +∞).

Òåîðåìà. Çíàê ðàçíîñòè ìîäóëåé äâóõ âûðàæåíèé ñîâïàäàåò ñî çíà-
êîì ðàçíîñòè êâàäðàòîâ ýòèõ âûðàæåíèé.

Ïðèìåð 17. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |x
3+x−1|−|x3−x+1|
|x−1|−|x+1| ≥ 0.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé:

|x3 + x− 1| − |x3 − x+ 1|
|x− 1| − |x+ 1|

≥ 0⇔ (x3 + x− 1)2 − (x3 − x+ 1)2

(x− 1)2 − (x+ 1)2
≥ 0.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ðàçíîñòè êâàäðàòîâ, ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü è çíà-
ìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè è ðåøèì ïîëó÷åííîå ðàöèîíàëüíîå íåðàâåíñòâî.

(2x− 2)(2x3)

−2(2x)
≥ 0⇔ x2(x− 1) ≤ 0, x 6= 0⇔

[
x < 0,
0 < x ≤ 1.

Îòâåò. (−∞; 0) ∪ (0; 1]

Ïðèìåð 18. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |x2−3x+2|−x2+2x−1
|x|−|x−1| ≤ 0.
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Ðåøåíèå. Óìíîæèì äðîáü íà íåêîòîðîå âûðàæåíèå, ïðèíèìàþùåå
ëèøü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è òàêîå, ÷òîáû óïðîñòèòü èñõîäíîå íåðà-
âåíñòâî:

|x2 − 3x+ 2| − x2 + 2x− 1

|x| − |x− 1|
· |x

2 − 3x+ 2|+ (x− 1)2

|x|+ |x− 1|
≤ 0⇔

⇔ ((x− 1)(x− 2))2 − (x− 1)4

(x)2 − (x− 1)2
≤ 0⇔

⇔ (x− 1)2((x− 2)2 − (x− 1)2)

2x− 1
≤ 0⇔ (x− 1)2(2x− 3)

2x− 1
≥ 0

Îòâåò. x ∈
(
−∞; 1

2

)
∪ {1} ∪

[
3
2 ; +∞

)
.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 10
Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Âûÿñíèòå, êàêîå èç äàííûõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãî-
ãî:
√
x+ 1 >

√
2x− 1 è x+ 1 > 2x− 1.

2. ßâëÿþòñÿ ëè äàííûå íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíûìè?
3x+1
x2+3 ≤

4−x
x2+3 è 3x+ 1 ≤ 4− x.

3. Íàéäèòå ÎÄÇ óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ):

à)
√
x− 9 <

√
10− x+ 1;

á) log6

(
x2 − 16

)
≥ log6

x+10
20−x .

4. Ðàâíîñèëüíû ëè ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà?

à) 2x− 3− 1
x−5 < x− 4− 1

x−5 è 2x− 3 < x− 4;

á) x+ 3− 1
x+7 < 2− 1

x+7 è x+ 3 < 2;

â)
(
x− x2 − 1

)
(x+ 4) <

(
x− x2 − 1

)
(3x+ 1) è x+ 4 > 3x+ 1;

ã)
(
x+ 7− x2

)
(3x+ 4) <

(
x+ 7− x2

)
(1− x) è 3x+ 4 > 1− x.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà

à) x5 + x3 < x2 + 1;
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á) (x−1)(x+2)
4
(x−3)5(x+6)

x2(x−7)3 ≤ 0;

â) 1
a2−7a+12 + 2a−1

a2−4a+3 >
2a−5

(a2−5a+4)(a−3) ;

ã) |x+ 3|+ |x− 3|+ |x− 1| < 10 ;

ä) 2x− 6 + |x2 − 3x| ≤ 0.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

à) x4 + 2x3 − 9x2 − 2x+ 8 > 0;

á) x4 − 4x3 + 2x2 + 4x− 3 ≥ 0;

â) 2x5 + 5x4 − 7x3 − 15x2 − 11x− 6 ≤ 0;

ã) 2
(
x2 + x+ 1

)2 − 7 (x− 1)2 ≥ 13
(
x3 − 1

)
;

ä) x8 − 6x7 + 9x6 − x2 + 6x− 9 ≤ 0;

å) (x− 1) (x+ 2) (x− 3) (x+ 4) > 144;

æ) 1
x+1 −

2
x+2 + 1

x+3 > 0;

ç) x
x2−1 + x2+x−1

x3−x2+x−1 + x2−x−1
x3+x2+x+1 >

3x3

x4−1 ;

è) x2−3x−18
13x−x2−42 ≥ 0;

ê) (x+5)
3
(18−5x)2

x6·9(x−2)5 ≤ 0;
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ë) x12 − x9 + x4 − x+ 1 < 0;

ì) x2 + 81x2

(9+x)
2 ≥ 40.

Îòâåòû: à) x < −4; −1 < x < 1; x > 2; á) x ≤ −1; x ≥ 3;

â) x ≤ −3; −1 ≤ x ≤ 2; ã) x ≤ −1,−1
2 ≤ x ≤ 2, x ≥ 4;

ä) −1 ≤ x ≤ 1;x = 3; å) x < −5, x > 4; æ) −3 < x < −2; x > −1;

ç) −1 < x < 0; x > 1; è) −3 ≤ x < 6; 6 < x < 7;

ê) −5 ≤ x < 0; 0 < x < 2; x = 18
5 ; ë) íåò ðåøåíèé;

ì) x < −9; −9 < x ≤ 1−
√

19; x ≥ 1 +
√

19.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

à) |x+ 2|+ |x|+ |x− 2| ≥ 4;

á) |x| < x+ 3;

â) ||x− 1| − 1| ≥ 2;

ã) ||12x
2 − 2x+ 3

2 |+ |
1
2x

2 − 3x+ 4| < 3
2 ;

ä) 2x2+15x−10|2x+3|+32
2x2+3x+2 < 0.
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Èððàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà

1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.
2. Ìåòîäû ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
3. Ìåòîäû íåðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
4. Ñïåöèôè÷åñêèå ïðèåìû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è íåðà-

âåíñòâ.

Óðàâíåíèå A(x) = B(x), â êîòîðîì õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé
A(x), B(x) èððàöèîíàëüíî, íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.

Ïðèìåðàìè òàêèõ óðàâíåíèé ìîãóò ñëóæèòü:

√
x+ 3 +

√
x− 4 = 7;

√
x2 − 3 +

√
x2 − 4− 10 = 0

Ïîíÿòèå êîðíÿ óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèÿ äëÿ èððàöèîíàëüíûõ óðàâ-
íåíèé îïðåäåëÿþò òàê æå, êàê è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ.

Âñå êîðíè ÷åòíîé ñòåïåíè, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå, ÿâëÿþòñÿ àðèô-
ìåòè÷åñêèìè.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíî, òî êî-
ðåíü ëèøåí ñìûñëà, åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, òî êîðåíü
òàê æå ðàâåí íóëþ; åñëè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, òî è
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çíà÷åíèå êîðíÿ ïîëîæèòåëüíî.

Âñå êîðíè íå÷åòíîé ñòåïåíè, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå, îïðåäåëåíû ïðè
ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñâîéñòâà, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî
óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ, íå ïðèáåãàÿ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà n
√
f(x) = g(x).

Îñíîâíîé ìåòîä ðåøåíèÿ � âîçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â ñòå-
ïåíü n. Ïðè ýòîì, åñëè n � ÷åòíîå, òî ìîãóò âîçíèêíóòü ïîñòîðîííèå
êîðíè. Ïîýòîìó â óðàâíåíèÿõ íåîáõîäèìî äåëàòü ïðîâåðêó.

Åñëè óðàâíåíèå ñîäåðæèò äâà è áîëüøå êîðíåé, òî îäèí èç êîðíåé
¾óåäèíÿåòñÿ¿, òî åñòü óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

n
√
f1(x) = n

√
f2(x) + g(x).

Åùå îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ � ââåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√

2x2 + 8x+ 1− x = 3.

Ðåøåíèå.
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√
2x2 + 8x+ 1− x = 3⇔

√
2x2 + 8x+ 1 = 3 + x;

2x2 + 8x+ 1 = 9 + 6x+ x2

x2 + 2x− 8 = 0

x1 = −4;x2 = 2.

Ïðîâåðêà.

x1 = −4;
√

32− 32 + 1 + 4 6= 3 � ïîñòîðîííèé êîðåíü,
x2 = 2;

√
8 + 16 + 1− 2 = 3 � âåðíî ⇒ õ=2 � êîðåíü.

Îòâåò: õ=2.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
x+ 3−

√
2x− 1−

√
3x− 1 = 0.

Ðåøåíèå.

√
x+ 3−

√
2x− 1−

√
3x− 1 = 0√

x+ 3 =
√

2x− 1 +
√

3x− 2

x+ 3 = 2x− 1 + 2
√

2x− 1 ·
√

3x− 2 + 3x− 2

6− 4x = 2
√

2x− 1 ·
√

3x− 2

3− 2x =
√

2x− 1 ·
√

3x− 2

9− 12x+ 4x2 = 6x2 − 7x+ 2

2x2 + 5x− 7 = 0

x1 = −7
2 ;x2 = 1.



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 229 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Ïðîâåðêà.

x1 = −7
2 ;
√
−7

2 + 3−
√
−7− 1−

√
−21

2 − 2 � ýòî âûðàæåíèå íå ñóùå-
ñòâóåò, ò.å.
x1 = −7

2 � ïîñòîðîííèé êîðåíü,
x2 = 1

√
1 + 3−

√
2− 1−

√
3− 2 = 0 � âåðíî ⇒ x2 = 1 � êîðåíü.

Îòâåò: x = 1.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 − 2
√
x2 + 13 = 22.

Ðåøåíèå. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ

t =
√
x2 + 13⇒ x2 = t2 − 13

t2-13-2t=22; t2-2t -35=0,
t1=7; t2=−5.

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó:√
x2 + 13 = 7 ⇔ õ 2+13=49 ⇔ õ 2=36 ⇒ õ=±6,√
x2 + 13 = −5 � íå èìååò ðåøåíèé.

Îòâåò: õ=±6.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå.
√

2x+1
x−1 − 2

√
x−1
2x+1 = 1.
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Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó: t =
√

2x+1
x−1 , t ≥ 0. Òîãäà óðàâíåíèå ïðè-

ìåò âèä:

t− 2
t = 1⇔ t2−t−2

t = 0⇔

{
t2 − t− 2 = 0,

t 6= 0.[
t1 = 2,
t2 = −1 � ïîñòîðîííèé êîðåíü.√
2x+1
x−1 = 2⇒ 2x+1

x−1 = 4⇔ 2x+1−4x+4
x−1 = 0⇔

{
−2x+ 5 = 0,

x− 1 6= 0.
⇔ x = 5

2 .

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî x = 5
2 � êîðåíü.

Îòâåò: x = 5
2 .

Ïðèìåð 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
x2 + 2x+ 1−

√
x2 − 4x+ 4 = 3.

Ðåøåíèå. Äâàæäû ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî
√
f 2(x) = |f(x)|, ïîëó÷èì

óðàâíåíèå
|x+ 1| − |x− 2| = 3,ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë [2; +∞).

Îòâåò. [2; +∞).

Ïðèìåð 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå√
x− 4

√
x+ 1 + 5 +

√
x+ 4

√
x+ 1 + 5 = 4.
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Ðåøåíèå.√
x− 4

√
x+ 1 + 5 +

√
x+ 4

√
x+ 1 + 5 = 4⇔

⇔
√

(
√
x+ 1− 2)2 +

√
(
√
x+ 1 + 2)2 = 4⇔

⇔ |
√
x+ 1− 2|+ |

√
x+ 1 + 2| = 4⇔

⇔ −2 ≤
√
x+ 1 ≤ 2⇔ −1 ≤ x ≤ 3.

Îòâåò. [−1; 3].

Ïðèìåð 7. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√

2x2 + 3x+
√

2x2 + 3x+ 9 = 33,

x ∈ R.

Ðåøåíèå. Ïóñòü y =
√

2x2 + 3x+ 9, y ≥ 0 òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä: 2x2 + 3x+ 9, êîðíè êîòîðîãî y = 6è y = −7 /∈ [0;∞). Ðåøàÿ
óðàâíåíèå 2x2 + 3x+ 9 = 6, ïîëó÷àåì x = 3 è x = −4, 5.

Îòâåò: {−3;−4, 5}.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2x2 + (2x+ 1)
√
x2 − x+ 1 = 1, x ∈ R.

Ðåøåíèå. Ïåðåíåñåì â ëåâóþ ÷àñòü âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ è ïðîèçâå-
äåì äîïîëíèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
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x2 + 2x
√
x2 − x+ 1 + x2 − x+ 1 + x+

√
x2 − x+ 1− 2 = 0

(x+
√
x2 − x+ 1)2 + x+

√
x2 − x+ 1− 2 = 0.

Çàìåíà y = x +
√
x2 − x+ 1 ïðèâîäèò óðàâíåíèå ê âèäó y2 + y − 2,

êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ y = 1 è y = −2.
Îñòàëîñü ðåøèòü ñîâîêóïíîñòü äâóõ óðàâíåíèé:

[
x+
√
x2 − x+ 1 = 1,

x+
√
x2 − x+ 2 = −2.

⇔


x2 − x+ 1 = 1− 2x+ x2

1− x ≥ 0
x2 − x+ 1 = 1 + 4x+ 4
−x− 2 ≥ 0

⇔

⇔


x = 0,
x ≤ 1
x = −0, 6
x ≤ −2.

⇔ x = 0.

Îòâåò: {0}.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x+ 3)
√
x− 1 = 3

√
x2 − 1.

Ðåøåíèå. Ïðè x ≥ 1 óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:
√
x− 1(x+ 3− 3

√
x+ 1) = 0,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ óðàâíåíèé:
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[ √
x− 1 = 0

x+ 3− 3
√
x+ 1 = 0

⇔

 x = 1
9(x+ 1) = x2 + 6x+ 9
x ≥ 1

⇔

⇔

 x2 − 3x = 0
x ≥ 1
x = 1

 x = 0, x = 3
x ≥ 1
x = 1

Îòâåò: {1, 3}.

Âûäåëèòü îáùèé ìíîæèòåëü ÷àñòî áûâàåò î÷åíü òðóäíî. Èíîãäà ýòî
óäàåòñÿ ñäåëàòü ïîñëå äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â ïðèâåäåííîì
íèæå ïðèìåðå äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîïàðíûå ðàçíîñòè ïîäêîðåí-
íûõ âûðàæåíèé.

Ïðèìåð 10. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√

2x2 − 1 +
√
x2 − 3x− 2−

√
2x2 + 2x+ 3−

√
x2 − x+ 2 = 0

Ðåøåíèå. Åñëè âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåòü íà óðàâíåíèå, òî ìîæíî
óâèäåòü, ÷òî ðàçíîñòè ïîäêîðåííûõ âûðàæåíèé ïåðâîãî è òðåòüåãî, à
òàêæå âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ÷ëåíîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíû îäíîé è òîé
æå âåëè÷èíå (−2x− 4).

Â òàêîì ñëó÷àå äàëåå ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì:
√
a−
√
b = a−b√

a+
√
b
, a ≥ 0, b ≥ 0, a+ b > 0
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Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

−2x−4√
2x2−1+

√
2x2+2x+3

+ −2x−4√
x2−x+2+

√
x2−3x−2 = 0,

èëè

(2x− 1) 1√
2x2−1+

√
2x2+2x+3

+ 1√
x2−x+2+

√
x2−3x−2 = 0.

Êîðåíü óðàâíåíèÿ 2x+4 ò.å. ÷èñëî x = −2 ïðè ïîäñòàíîâêå â èñõîäíîå
óðàâíåíèå äàåò âåðíîå ðàâåíñòâî.

Óðàâíåíèå

1√
2x2−1+

√
2x2+2x+3

+ 1√
x2−x+2+

√
x2−3x−2 = 0

íå èìååò ðåøåíèé, òàê êàê åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà â ñâîåé îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Îòâåò: {−2}.

Ïðèìåð 11. Ðåøèòå óðàâíåíèå√
x+ 3− 4

√
x− 1 +

√
x+ 8− 6

√
x− 1 = 1.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:√
x− 1− 4

√
x− 1 + 4 +

√
x− 1− 6

√
x− 1 + 9 = 1,
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èëè

|
√
x− 1− 2|+ |

√
x− 1− 3| = 1

Îáîçíà÷èì y =
√
x− 1, y ≥ 0 è ðåøèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìåòîäîì

èíòåðâàëîâ.

|y − 2|+ |y − 3| = 1.

Ðàçáèðàÿ îòäåëüíî ñëó÷àè y < 2, 2 ≤ y < 3, y ≥ 3, íàõîäèì, ÷òî
ðåøåíèÿìè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ 2 ≤ y ≤ 3 .

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

2 ≤
√
x− 1 ≤ 3

4 ≤ x− 1 ≤ 9
5 ≤ x ≤ 10

Îòâåò: 5 ≤ x ≤ 10.

Ïðèìåð 12. Ðåøèòå óðàâíåíèå√
4x2 + 8x+ 8 +

√
3x2 + 6x+ 12 = 4− 2x− x2.

Ðåøåíèå. Îöåíèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:√
4(x2 + 2x+ 2) =

√
4(x+ 1)2 + 4 ≥

√
4 = 2,√

3(x2 + 2x+ 4) =
√

3(x+ 1)2 + 9 ≥
√

9 = 3,
4− 2x− x2 = −(x2 + 2x− 4) = −((x+ 1)2 − 5) = 5− (x+ 1)2 ≤ 5.
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Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé
x, íå ìåíüøèõ 5, à ïðàâàÿ � ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ, íå áîëüøèõ 5, ñëå-
äîâàòåëüíî, óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ðåøåíèå, åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
îäíîâðåìåííî ðàâíû 5, ò. å. ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:{√

4x2 + 8x+ 8 +
√

3x2 + 6x+ 12 = 5

4− 2x− x2 = 5

Êîðíåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî x = −1.
Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ÷èñëî êîðíåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ:√

4− 8 + 8 +
√

3− 6 + 12 = 5.

Îòâåò: {−1}.

Ïðèìåð 13. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2+2+ 4
x2−2x+2 = 2x+

√
12− x2 + 4x.

Ðåøåíèå. Äëÿ âñåõ x ∈ R èìååì
√

12− x2 + 4x =
√

16− (x− 2)2 ≤
√

16 = 4,
x2 − 2x+ 2 = (x− 1)2 + 1 > 0.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè, ìîæåì çàïèñàòü:

x2 − 2x+ 2 + 4
x2−2x+2 ≥ 2

√
(x2 − 2x+ 2) 4

x2−2x+2 = 4,
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ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè x = 0 è x = 2.

Òàêèì îáðàçîì, x = 2 � êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: {2}.

Ïðèìåð 14. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3
√

2x− 1 = 1−
√

1− x, x ∈ (−∞; 1].

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êóá:

2− x = 1− 3
√
x− 1 + 3(x− 1)− (x− 1)

√
x− 1,

èëè

√
x− 1(x+ 2− 4

√
x− 1) = 0,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ óðàâíåíèé:[ √
x− 1 = 0

x+ 2− 4
√
x− 1 = 0

⇔
[
x = 1
x2 + 4x+ 4 = 16x− 16

⇔

⇔
[
x = 1
x2 − 12x+ 20 = 0

⇔

 x = 1
x = 10
x = 2.

Îòâåò: {1, 2, 10}.
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Ïðèìåð 15. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3
√

54 +
√
x+ 3

√
54−

√
x = 3
√

18

Ðåøåíèå. Çäåñü, î÷åâèäíî, x ≥ 0. Âîçâåäåì â êóá îáå ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ, ïîëó÷èì:

54 +
√
x+ 3 3

√
(54−

√
x)(54 +

√
x)( 3
√

54 +
√
x+ 3

√
54−

√
x)+

+54−
√
x = 18,

108 + 3 3
√

2916− x · 3
√

18 = 18,
3
√

18(2916− x) = −30,
52488− 18x = −27000,

x = 4416.

Ïðîâåðêà ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: {4416.}

Îñíîâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ
ìåòîä ñâåäåíèÿ èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ê ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå ðàöèî-
íàëüíûõ íåðàâåíñòâ èëè ñîâîêóïíîñòè òàêèõ ñèñòåì.

Ïðè ðåøåíèè ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â ÷åòíóþ ñòåïåíü
ìîæíî âîçâîäèòü íåðàâåíñòâà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî 2n
√
f(x) > g(x) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìàì
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{
f(x) ≥ 0,

f(x) > g2n(x)
èëè

{
f(x) ≥ 0,

g(x) < 0.

Íåðàâåíñòâî 2n
√
f(x) < g(x) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

f(x) ≥ 0,

g(x) > 0,

f(x) < g2n(x)

Ïðèìåð 16. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√
x+ 18 < 2− x.

Ðåøåíèå.

à)
√
x+ 18 < 2−x⇔


x+ 18 ≥ 0,

2− x > 0,

x+ 18 < (2− x)2
⇔


x ≥ 18,

x < 2,

x2 − 5x− 14 > 0.

Ðåøèì òðåòüå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû ìåòîäîì èíòåðâàëîâ:

x2 − 5x− 15 > 0
x2 − 5x− 14 = 0[
x1 = 7,
x2 = −2.

(x− 7)(x+ 2) > 0
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[
x < −2,
x > 7.

Íàéäåì ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé òðåõ íåðàâåíñòâ:

Îòâåò: -18≤x<-2.

Ïðèìåð 17. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√
x2 + 1 > x− 1.

Ðåøåíèå.
1) åñëè õ -1≤0, òî íåðàâåíñòâî âåðíî, òî åñòü õ≤1;
2) åñëè x-1>0 è òàê êàê x 2 + 1>0, âîçâîäèì îáå ÷àñòè â êâàäðàò.
Èìååì: {

x− 1 > −0,

x2 + 1 > x2 − 2x+ 1
⇔

{
x > 1,

2x > 0
⇔ x>1.

Îáúåäèíÿåì äâà ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì õ � ëþáîå.
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Îòâåò: õ � ëþáîå.

Ïðèìåð 18. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 3
√
x−
√

5x− 5 > 1;

Ðåøåíèå. 3
√
x−
√

5x− 5 > 1

3
√
x > 1 +

√
5x− 5⇔

{
5x− 5 ≥ 0,

9x > 1 + 2
√

5x− 5 + 5x− 5
⇔

⇔

{
x ≥ 1,

4x+ 4 > 2
√

5x− 5
⇔

{
x ≥ 1,

2x+ 2 >
√

5x− 5
⇔

⇔


x ≥ 1,

2x+ 2 > 0,

4x2 + 8x+ 4 > 5x− 5

⇔

⇔


x ≥ 1,

x > −1,

4x2 + 3x+ 9 > 0 - âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x, òàê êàê D<0.

Îòâåò: õ≥1.

Ïðèìåð 19. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî (x− 3)
√
x2 + 4 ≤ x2 − 9

Ðåøåíèå.
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(x− 3)
√
x2 + 4− (x− 3)(x+ 3) ≤ 0

(x− 3)(
√
x2 + 4− (x− 3)(x+ 3) ≤ 0{

x− 3 ≥ 0,√
x2 + 4− (x+ 3) ≤ 0{

x ≥ 3,√
x2 + 4 ≤ (x+ 3), òàê êàê x+ 3 > 0, òî ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò.{

x ≥ 3,√
x2 + 4 ≤ x2 + 6x+ 9{

x ≥ 3,

x ≥ −5
6

⇔ x ≥ 3

x ∈ [3; +∞)

èëè{
x− 3 ≤ 0,√
x2 + 4− (x+ 3) ≥ 0



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 243 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

{
−3 ≤ x ≤ 3,√
x2 + 4 ≥ (x+ 3)

èëè x < −3{
x ≤ 3,√
x2 + 4 ≥ x2 + 6x+ 9{
−3 ≤ x < 3,

x ≤ −5
6

èëè x < −3

x ∈ (−∞;−5
6)

Îòâåò: x ∈ (−∞;−5
6) ∪ [3; +∞)

Ïðèìåð 20. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√
x2 − 2x <

√
x− 1
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Ðåøåíèå. √
x2 − 2x <

√
x− 1

m{
x2 − 2x < x− 1
x2 − 2x ≥ 0
m

x2 − 3x+ 1 < x− 1[
x ≥ 2
x ≤ 0

m

2 ≤ x <
3 +
√

5

2

Îòâåò:
[

2 ; 3+
√
5

2

)
.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 11

Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Êàêîå óðàâíåíèå íàçûâàþò èððàöèîíàëüíûì?

2. Îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à)
√
x = 7− x. Îòâåò: 15−

√
29

2 .

á)
√
x− 1 = 3− x. Îòâåò: 2.

â)
√
x2 − x = 2x− 3. Îòâåò: 11+

√
13

6 .

ã) 2
√

(x− 2) (4− x) = x− 2. Îòâåò: 2; 18
5 .

ä)
√

3x+ 1 +
√
x = 11. Îòâåò: 16.

å)
√

2x2 − 2x = 3−
√
x2 − x− 1.

Óêàçàíèå: ñäåëàéòå çàìåíó x2 − x = t. Îòâåò: −1;2.

¼)
√

9− x−
√

4− x = 2. Îòâåò: 63
16 .

æ) x−
√
x+ 2 = 4. Îòâåò: 7.

ç)
√

3x− 5−
√

4− x = 1. Îòâåò: 3.

è)
√
x2 + 20 + x2 = 22. Îòâåò: −4;4.

é)
√

2x2 + 8x+ 7− x = 2. Îòâåò: −1.
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ê)
√

2x− 4−
√
x+ 5 = 1. Îòâåò: 20.

4. Êàêîå íåðàâåíñòâî íàçûâàþò èððàöèîíàëüíûì?

5. Îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ.

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

à)
√
x > 7− x . Îòâåò:

[
15+
√
29

2 ; +∞
)
.

á)
√
x− 1 ≤ 3− x. Îòâåò: [1 ; 2]

â)
√
x2 − x > 2x− 3. Îòâåò: (−∞ ; 0] ∪

[
1 ; 11+

√
13

6

)
.

ã) 2
√

(x− 2) (4− x) ≤ x− 2. Îòâåò: { 2 } ∪
[
18
5 ; 4

]
.

ä)
√

3x+ 1 +
√
x < 11. Îòâåò: [ 0 ; 16 )

å)
√

2x2 − 2x ≥ 3−
√
x2 − x− 1.Îòâåò:

(
−8 ; 1−

√
5

2

]
∪
[
1+
√
5

2 ; +∞
)

¼)
√

9− x −
√

4− x < 2. Îòâåò:
(
−∞ ; 63

16

)
.

æ) x−
√
x+ 2 ≤ 4. Îòâåò: [−2 ; 7 ] .

ç)
√

3x− 5 −
√

4− x > 1. Îòâåò: ( 3 ; 4 ] .

è)
√
x2 + 20 + x2 > 22. Îòâåò: (−∞ ; −4 ) ∪ ( 4 ; +∞ ) .

é)
√

2x2 + 8x+ 7− x > 2. Îòâåò:
(
−∞ ; 2−

√
2
2

)
∪ ( 1 ; +∞ ).

ê)
√

2x− 4−
√
x+ 5 ≥ 1. Îòâåò: [ 20 ; +∞ ) .
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

1.
√
x2 − 9 = 2x− 6. Îòâåò: 3; 5.

2.
√
x+ 1 = x. Îòâåò: 1+

√
5

2 .

3.
√

24− x = x− 12. Îòâåò: 15.

4.
√

2− x =
√
x2. Îòâåò: −2; 1.

5.
√

5− 3x+
√
x− 1 =

√
2. Îòâåò: 3

2 ; 1.

6.
√
π − x =

√
x−
√
π. Îòâåò: π.

7.
√

4x+ 1 +
√

3x− 2 = 5. Îòâåò: 2.

8. 2
√
x2 − 6x = x+ 1. Îòâåò: 13−2

√
43

3 , 13+2
√
43

3 .

9. x2 − 2x+
√
x2 − 2x = 2 +

√
4 + 4x− 2x2. Îòâåò: 0; 2.

10.
√

2x+ 2
√

2x− 1 +
√

2x− 2
√

2x− 1 = 2. Îòâåò:
[
1
2 ; 1

]
.

11. 1 +
√

5− x =
√

1− 2x. Îòâåò: −7− 2
√

11.

12.
√

1 + x
√
x2 + 24 = x+ 1. Îòâåò: 0; 5.

13. 1 +
√

1 + x
√
x2 − 24 = x. Îòâåò: 7.
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14.
√
x+

√
x−
√

1− x = 1. Îòâåò: 16
25 .

15.
√
x+ 1− 1 =

√
x−
√
x+ 8. Îòâåò: 8.

Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

1.
√
x2 − 9 ≤ 2x− 6 Îòâåò: {3} ∪ [5; +∞).

2.
√
x+ 1 < x Îòâåò:

(
1+
√
5

2 ; +∞
)
.

3.
√

24− x ≤ x− 12 Îòâåò: (15; 24].

4.
√

2− x ≤
√
x2 Îòâåò: (−∞; −2) ∪ (1; 2]

5.
√

5− 3x+
√
x− 1 >

√
2 Îòâåò:

(
1; 3

2

)
.

6.
√
π − x >

√
x−
√
π Îòâåò: [0; π).

7.
√

4x+ 1 +
√

3x− 2 ≥ 5 Îòâåò: [2; +∞) .

8. 2
√
x2 − 6x ≥ x+ 1 Îòâåò: (−∞; 13−2

√
43

3 ] ∪ [ 13+2
√
43

3 ; +∞ ) .

9. x2 − 2x+
√
x2 − 2x < 2−

√
4− 4x+ 2x2 Îòâåò: (0; 2).
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Ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ

1. Îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, à
òàêæå èõ ðåøåíèé.

2. Òåîðåìû î ðàâíîñèëüíîñòè ñèñòåì è èõ äîêàçàòåëüñòâà.
3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ óðàâíå-

íèé.

Ïóñòü äàíû äâà óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè f1(x; y) = g1(x; y) è
f2(x; y) = g2(x; y), è ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè âñå ïàðû ÷èñåë (x0; y0), òàêèõ,
÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå èõ â ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ âåðíûå ÷èñëîâûå
ðàâåíñòâà, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé è çàïèñûâàþò å¼ â
âèäå {

f1(x; y) = g1(x; y),

f2(x; y) = g2(x; y).

Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé � çíà÷èò íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ÷è-
ñåë (x0; y0), òàêèõ, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå ÷èñëà x0 âìåñòî x è ÷èñëà y0
âìåñòî y ïîëó÷àþòñÿ âåðíûå ÷èñëîâûå ðàâåíñòâà. Ýòî ìíîæåñòâî áóäåì
íàçûâàòü ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè èõ ðåøå-
íèÿ ñîâïàäàþò.
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Åñëè äàíû äâà óðàâíåíèÿ f1(x; y) = g1(x; y) è f2(x; y) = g2(x; y), è
ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè âñå ïàðû ÷èñåë (x0; y0), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
õîòÿ áû îäíîìó èç çàäàííûõ óðàâíåíèé, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ñîâîêóï-
íîñòü óðàâíåíèé è çàïèñûâàþò å¼ â âèäå:[

f1(x; y) = g1(x; y),
f2(x; y) = g2(x; y).

Ðåøèòü ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé � çíà÷èò íàéòè ïàðû ÷èñåë (x0; y0),
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò õîòÿ áû îäíîìó èç çàäàííûõ óðàâíåíèé.

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé èõ çàìåíÿþò áîëåå ïðîñòûìè, ðàâ-
íîñèëüíûìè èì ñèñòåìàìè. Òàê æå êàê è ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, ïðè
ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé âàæíî çíàòü ïðè êàêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñè-
ñòåìà ïåðåõîäèò â ðàâíîñèëüíóþ åé ñèñòåìó. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàìåíå
îäíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ðàâíîñèëüíûì åìó óðàâíåíèåì, ñèñòåìà ïå-
ðåõîäèò â ðàâíîñèëüíóþ åé ñèñòåìó óðàâíåíèé (â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïå-
ðåíîñèòü ÷ëåíû óðàâíåíèÿ èç îäíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â äðóãóþ ñ èçìå-
íåíèåì çíàêà, è óìíîæàòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà îäíî è òîæå îòëè÷íîå
îò íóëÿ ÷èñëî).

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé.
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1. Ìåòîä ïîäñòàíîâêè. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî äàííóþ
ñèñòåìó {

f(x, y) = 0,

g(x, y) = 0.
(1)

ñâîäÿò ê ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå âèäà:{
y = φ(x),

g(x, φ(x)) = 0.
(2)

èëè ê ñîâîêóïíîñòè àíàëîãè÷íûõ ñèñòåì. ×òîáû ñâåñòè äàííóþ ñè-
ñòåìó ê âèäó (2), íàäî ðåøèòü êàêîå-ëèáî óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) îòíî-
ñèòåëüíî îäíîãî èç ïåðåìåííûõ, ò.å. âûðàçèòü åãî ÷åðåç äðóãóþ ïåðå-
ìåííóþ.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
4x2 + 7y2 = 148,

3x2 − y2.

Ðåøåíèå. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì: y2 = 3x2−11. Ïîäñòàâëÿÿ
ýòî çíà÷åíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì: 4x2 + 21x2 − 77 = 148 ,
èëè ïîñëå óïðîùåíèÿ x2 = 9. Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà
x1 = 3, x2 = −3. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì
óðàâíåíèé:
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{
x = 3,

y2 = 3x2 − 11;

{
x = −3,

y2 = 3x2 − 11;

Ïåðâàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ {(3; 4); (3;−4)}, à âòîðàÿ
{(−3; 4); (−3;−4)}. Çíà÷èò, äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ:
{(3;−4); (3;−4); (−3; 4); (−3;−4)}.

2. Ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ óðàâíåíèé.

Ýòî âòîðîé î÷åíü ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé.
Ñóùíîñòü åãî â òîì, ÷òî ê îáåèì ÷àñòÿì îäíîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû
ïðèáàâëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè äðóãîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæåííûå íà
îäíî è òî æå ÷èñëî, à äðóãîå óðàâíåíèå îñòàâëÿþò áåç èçìåíåíèÿ. Â ðå-
çóëüòàòå, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà, ê êîòîðîé ïðèìåíèì ìåòîä
ïîäñòàíîâêè.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
x2 + xy + 2x2 = 74,

2x2 + 2xy + y2 = 73.

Ðåøåíèå. Ìåòîä ïîäñòàíîâêè â äàííîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ñëîæ-
íûì âûêëàäêàì. Ïîýòîìó áóäåì ðàññóæäàòü èíà÷å: ïðèáàâèì ê ïåðâîìó
óðàâíåíèþ ñèñòåìû âòîðîå óðàâíåíèå, òîãäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó:
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{
x2 + xy + 2y2 = 74,

3x2 + 3xy + 3y2 = 147
ò.å

{
(x2 + xy + y2) + y2 = 74,

x2 + xy + y2 = 49

Ðàâíîñèëüíóþ çàäàííîé. À òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïîäñòàíîâ-
êè: {

x2 + xy + y2 = 49,

49 + y2 = 74,
ò.å

{
x2 + xy + y2 = 49,

y = ±5.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñè-
ñòåì óðàâíåíèé:{

x2 + 5x+ 25 = 49,

y = 5

{
x2 − 5x+ 25 = 49,

y = 5.

Ïåðâàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå {(−8; 5); (3; 5)}, à âòîðàÿ
{(8;−5); (−3;−5)}. Çíà÷èò, ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû èìååò âèä:
{(−8; 5); (3; 5); (8;−5); (−3;−5)}.

3. Ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ñóùíîñòü åãî â òîì, íåêîòîðûå âû-
ðàæåíèÿ îò èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþòñÿ çà íîâûå ïåðåìåííûå,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îòíî-
ñèòåëüíî íîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëå òîãî êàê ýòà ñèñòåìà áóäå ðåøåíà,
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íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèÿ èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{√
x+ y +

√
x2 + xy = 3,

x+ y + x2 + xy = 5.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì
√
x+ y ÷åðåç u,

√
x2 + xy ÷åðåç v, òîãäà ïî-

ëó÷èì áîëåå ïðîñòóþ ñèñòåìó

{
u+ v = 3,

u2 + v2 = 5,
ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé.

Ðåøèâ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, áóäåì èìåòü: u1 = 1;u2 = 2; v1 = 2; v2 = 1.
Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì õ è y, è ðåøèì ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé:

1)


u = 1,

v = 2,
√
x+ y = 1,√
x2 + xy = 2.

èëè


u = 1,

v = 2,

x+ y = 1,

x(x+ y) = 2,

ò.å.

{
x = 4,

y = −3.

2)


u = 2,

v = 1,
√
x+ y = 2,√
x2 + xy = 1.

{
x = 0, 25,

y = 3, 75.

Îòâåò: {(4;−3); (0, 25; 3, 75)}.
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4. Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåî-
ðåìå:

Åñëè ôóíêöèè f1(x; y), f2(x; y), ..., fn(x; y) îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå À, òî íà ýòîì ìíîæåñòâå ñèñòåìà óðàâíåíèé{

f1(x; y), f2(x; y), ..., fn(x; y),

g(x; y) = 0

ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé:{
f1(x; y) = 0,

g(x; y) = 0;

{
f2(x; y) = 0,

g(x; y) = 0;
.....

{
fn(x; y) = 0,

g(x; y) = 0.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
x2 + 2y2 = 17,

6x2 − xy − 12y2 = 0.

Ðåøåíèå. Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâèì â âèäå:

(2x− 3y)(3x+ 4y) = 0.

Òîãäà äàííàÿ ñèñòåìà áóäåò ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì,
ðåøàåìûõ ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè.

1)

{
2x− 3y = 0,

x2 + 2y2 = 17;
èëè

{
x = 1, 5y,

2, 25y2 + 2y2 = 17,
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çíà÷èò {
x = ±3,

y = ±2;

è ðåøåíèåì ïåðâîé ñèñòåìû áóäåò {(3; 2)(−3;−2)}.

2)

{
3x+ 4y = 0,

x2 + 2y2 = 17;
èëè

{
x = −4

3y,
34
9 y

2 = 17,

çíà÷èò {
y = ±3

√
2

2 ,

x = ∓2
√

2;

è ðåøåíèåì âòîðîé ñèñòåìû áóäåò {(−2
√

2; 3
√
2

2 ); (2
√

2;−3
√
2

2 )}.

Îòâåò: {(3; 2); (−3;−2); (−2
√

2; 3
√
2

2 ); (2
√

2;−3
√
2

2 )}

5. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé.

Ýòèì ìåòîäîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñè-
ñòåì óðàâíåíèé. Îí îñíîâàí íà ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå óðàâíåíèé ñ äâó-
ìÿ ïåðåìåííûìè. Èçâåñòíî, êàæäîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ëèíèÿ
èëè ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, à ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, çíà÷èò
íàéòè êîîðäèíàòû òå÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ëèíèé.
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(x− a)2 + (y − b)2 = R2 - îêðóæíîñòü;

xy = k - ãèïåðáîëà;

ax+ by + c = 0 - ïðÿìàÿ;

y = sinx - ñèíóñîèäà;

y = cosx - êîñèíóñîèäà;

y = tg x - òàíãåíñîèäà;

y = loga x - ëîãàðèôìèêà;

y = ax - ýêñïîíåíòà.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòå ãðàôè÷åñêè ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
x2 + y2 = 36,

x2 + 6y = 36.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå x2 + y2 = 36 çàäàåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì 6. Óðàâíåíèå x2 + 6x = 36 - ïàðàáîëà,
ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå: y = −1

6x
2 + 6. Âåðøèíîé ýòîé

ïàðàáîëû ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (0; 6), âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû âíèç, îíà
ïåðåñåêàåò îñü Îõ â òî÷êàõ (6; 0); (-6; 0). Ïîñòðîèì ãðàôèêè óêàçàííûõ
ëèíèé è íàéäåì èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.
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Èç ÷åðòåæà âèäíî, ÷òî ëèíèè ïåðåñåêàþòñÿ òðèæäû è òî÷êàìè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ À(-6; 0); Â(0; 6); Ñ (6; 0).

Ïðèìåð 6. Ïóñòü x0, y0 - ðåøåíèå ñèñòåìû

{√
x− 3 = y,

y + |x− 2| = 1.
Íàéäèòå ðàçíîñòü x0 − y0
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, x ≥ 3, y ≥ 0. Êðîìå òîãî

x − 2 ≥ 0, ò.ê. x ≥ 3. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñè-
ñòåìå {√

x− 3 = y2,

y + x− 2 = 1
èëè

{
x = y2 + 3,

y + y2 = 0



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 259 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

òàê êàê âòîðîå óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ðàâíîñèëüíî ñîâîêóï-
íîñòè äâóõ óðàâíåíèé, òî è ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñîâîêóï-
íîñòè äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé

1)

{
x = y2 + 3,

y = 0

{
x = 3,

y = 0
2)

{
x = y2 + 3,

1 + y = 0

{
x = 4,

y = −1

òàê êàê y = -1 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y > 0 , òî âòîðàÿ ïàðà ÷èñåë
íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

Ãîâîðÿò, ÷òî íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò ñè-
ñòåìó, åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè ìíîæåñòâî îáùèõ ðåøåíèé çàäàííûõ
íåðàâåíñòâ. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì êàæäîå èç íåðàâåíñòâ
ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, íàçûâàåòñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ åñòü
ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé íåðàâåíñòâ, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó.

Íåðàâåíñòâà, îáðàçóþùèå ñèñòåìó, îáúåäèíÿþòñÿ ôèãóðíîé ñêîá-
êîé.

Íàïðèìåð,

{
2x− 1 > 3
3x− 2 < 11

. Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü â âèäå äâîé-

íîãî íåðàâåíñòâà. Íàïðèìåð, ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

{
2x+ 1 > 1
2x+ 1 < 5

ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà 1 < 2x+ 1 < 5.
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Ãîâîðÿò, ÷òî íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò ñîâî-
êóïíîñòü, åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè ìíîæåñòâî òàêèõ ðåøåíèé, êàæäîå
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ.

Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ, îá-
ðàçóþùèõ ñîâîêóïíîñòü, îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, íà-
çûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ.

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ åñòü îáúåäèíåíèå ìíî-
æåñòâ ðåøåíèé íåðàâåíñòâ, îáðàçóþùèõ ñîâîêóïíîñòü. Íåðàâåíñòâà, îá-
ðàçóþùèå ñîâîêóïíîñòü, èíîãäà îáúåäèíÿþòñÿ êâàäðàòíîé ñêîáêîé.

Òàê, çàïèñü

[
2x− 5 < 1
3x+ 2 > 7

îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâà îáðàçóþò ñî-

âîêóïíîñòü.

Ïðèìåð 7. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

{
5x+ 2 > 3x− 1
3x+ 1 > 7x− 4

Ðåøåíèå.

{
5x+ 2 > 3x− 1
3x+ 1 > 7x− 4

⇔
{
x > −3

2

x < 5
4

Ñ ïîìîùüþ ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàõîäèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèåì ýòèõ ìíî-
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æåñòâ ñëóæèò èíòåðâàë
(
−3

2 ; 5
4

)
. Ýòî è åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîé

ñèñòåìû.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòå ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ:

[
2x−3
5 > 3x−2

2
x
3 + 1 > 3x

2

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçîâàâ êàæäîå èç íåðàâåíñòâ, ïîëó÷èì ñîâîêóï-

íîñòü, ðàâíîñèëüíóþ äàííîé

[
x < 4

11

x < 6
7

Îáúåäèíåíèåì ýòèõ ìíîæåñòâ ñëóæèò ïðîìåæóòîê
(
−∞; 6

7

)
, êîòîðûé

è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:


x > 0
y > 0
xy > 4
x+ y < 5

Ðåøåíèå. Íàéäåì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé
x > 0, y > 0, y > 4

x , y < −x + 5, ïîëó÷èì ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäàííîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü ðåøåíèÿ, íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ëèíèé y = 4

x , y = −x+ 5.

Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
y = 4

x ,

y = −x+ 5,
íàéäåì êîîðäèíàòû èñêîìûõ

òî÷åê: (1;4) è (4;1), òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

{
1 < x < 4,
4
x < y < 5− x.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 12
Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. ×òî íàçûâàþò ñèñòåìîé óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ)?

2. ×òî íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòüþ óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ)?

3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (ñîâîêóïíîñòè) óðàâíåíèé (íåðàâåíñòâ).

4. Ðåøèòå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

à)

 3

√
y+1
x−1 − 2 3

√
x−1
y+1 = 1,

√
x+ y +

√
x− y + 6 = 4;

á)


2x+ 3y − 5z = 17,
3x− 4y − 6z = −14,
8x− 7y + 2z = 17.

5. Ðåøèòå ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ:

[
2x
3 + x

4 > x− 1,
x+1
2 < x−1

3 + x.

6. Ðåøèòå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

a)

{
3x− 5 > 23− 4x,

x+ 3 < 9x− 1;

á)

{
5x− 2 ≥ 2x+ 1,

2x+ 3 ≥ 18x− 3;
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â)

{
4x
3 − 1− 6x+2

2 > x+ 6
5 ;

7x+ 3 < 9x− 1;

ã)

{
0, 3x− 4 + x < 7, 2− 8x,

2x− 7− 0, 2x ≤ (8x− 5) · 0, 3.

7. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåì.

à)

{
3x− 2y + 5 ≤ 0,
2x+ y − 4 ≤ 0.

á)


y < x+ 3,
y + x < 3,
y > 1.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ðåøèòå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

1.

{
x− y + 5 = 0,

2x+ y + 7 = 0
Îòâåò: (4; 9)

2.

{
1√
õ

+ 1√
ó

= 4
3 ,

õó = 9
Îòâåò : (1; 9) , (9; 1)

3.

{
2
√
õ−√ó = 5,√
õ
√
ó = 3

Îòâåò: (9; 1)
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4.

{
3
√
õ
√
ó +
√
õ 3
√
ó = 12,

õó = 64
Îòâåò: (1; 64) , (64; 1)

2. Ðåøèòå ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ:

à)

{
3x− 5 > 3− x,
x2 + x− 2 > 0;

á)

{
x2 − 5x− 6 ≤ 0,

x2 + x− 6 > 0;

â)

[
2x− 6 ≥ 3− x,
x2 + 2x− 8 < 0;

ã)

[
x2 + 5x− 14 ≤ 0,
x2 + 9x+ 8 ≤ 0;



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 267 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Òåêñòîâûå çàäà÷è

1. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè.
2. Ïðèíöèïû ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
3. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåêñòîâûõ çàäà÷ íà âñòðå÷íîå äâèæåíèå è

äâèæåíèå â îäíîì íàïðàâëåíèè.
4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è íà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó.

Ìîæíî âûäåëèòü 3 îñíîâíûå ôóíêöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ:

1. Ïîçíàâàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îòâå÷àåò çà ôîðìèðîâàíèå ïîçíàâàòåëü-
íîãî îáðàçà èññëåäóåìîãî îáúåêòà, êîòîðîå ïðîèñõîäèò ïîñòîÿííî
ïðè ïåðåõîäå îò ïðîñòîãî ê ñëîæíîìó.

2. Ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ äåÿòåëüíîñòüþ îáó÷àåìûõ. Ïîñêîëüêó ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íîñèò ïðåäìåòíûé õàðàêòåð, îíî ïðèçâà-
íî îáëåã÷èòü êîíòðîëüíûå, îðèåíòèðîâî÷íûå è êîììóíèêàöèîííûå
äåéñòâèÿ.

3. Èíòåðïðåòàöèîííàÿ ôóíêöèÿ. Ñóòü ýòîé ôóíêöèè â òîì, ÷òî îäèí
è òîò æå îáúåêò ìîæåò áûòü âûðàæåí ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ ìîäåëåé.
Íàïðèìåð, îêðóæíîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò, ïàðû îáúåêòîâ (öåíòð è ðàäèóñ), à
òàêæå ðèñóíêà èëè ÷åðòåæà.



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 268 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Ïîìèìî óêàçàííûõ ôóíêöèé, â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü è òàêèå
ôóíêöèè ìîäåëèðîâàíèÿ, êàê ýñòåòè÷åñêàÿ, ôóíêöèÿ îáåñïå÷åíèÿ öåëå-
íàïðàâëåííîãî âíèìàíèÿ ó÷àùèõñÿ, çàïîìèíàíèÿ è ïîâòîðåíèÿ ó÷àùè-
ìèñÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è äð.

Åùå îäíîé, íå ìåíåå âàæíîé, ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ýêñïåðèìåíòè-
ðîâàòü ñ êîëè÷åñòâåííîé ñòîðîíîé îáúåêòà, åùå ãëóáæå ïðîíèêíóòü â
êà÷åñòâåííûé àñïåêò îáúåêòà � ïîêàçàòü åãî âíóòðåííèå çàêîíîìåðíî-
ñòè, äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè, íîðìàëüíûé
è îïòèìàëüíûé ðåæèìû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ.

×òîáû ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü è ðàáîòàòü ñ íåé, íåîáõî-
äèìî îâëàäåòü ñëåäóþùèìè óìåíèÿìè:

1. Ôîðìàëèçàöèÿ � ïîñòðîåíèå ìîäåëè îáúåêòà èëè ÿâëåíèÿ, ò.å. ïå-
ðåâîä êîíêðåòíîé çàäà÷è ñ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà íà ìàòåìàòè÷åñêèé
ÿçûê ôîðìóë, óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ, ñèñòåì.

2. Ðàáîòà ñ ìîäåëüþ � îïåðèðîâàíèå ôîðìàëüíûìè ñòðóêòóðàìè, ñòðóê-
òóðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè è èõ ñâÿçÿìè. Êîíêðåòíî ýòî âûðàæàåòñÿ
â âûáîðå àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ïîñòðî-
åíèè ãðàôèêîâ è ò. ï.

3. Âëàäåíèå êîìïüþòåðíûìè òåõíîëîãèÿìè � ýòî ñîçäàíèå ïðîãðàìì,
¾ïåðåâîäÿùèõ¿ ìîäåëü è àëãîðèòì íà äîñòóïíûé êîìïüþòåðó ÿçûê.
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Èõ ìîæíî íàçâàòü ¾ýëåêòðîííûì¿ ýêâèâàëåíòîì èçó÷àåìîãî îáúåê-
òà, ïðèãîäíûì äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èñïûòàíèÿ íà ¾ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé óñòàíîâêå¿ � êîìïüþòåðå.

4. Èíòåðïðåòàöèÿ � ïåðåâîä ðåçóëüòàòîâ ñ ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà íà
ÿçûê èñõîäíîé çàäà÷è, îïèñàíèå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ.

Âñå ýòè ìûñëèòåëüíûå ïðîöåññû ñîñòàâëÿþò ïðîöåññ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ñîñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-
äåëè, ò.å. óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòà-
ïîâ:

1. Àíàëèç óñëîâèÿ çàäà÷è.

Íà ýòîì ýòàïå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü:

- î êàêîì ïðîöåññå èäåò ðå÷ü â çàäà÷å;

- êàêèå âåëè÷èíû ó÷àñòâóþò â ýòîì ïðîöåññå, êàê îíè ñâÿçàíû;

- êàêèå âåëè÷èíû èçâåñòíû, à êàêèå íåèçâåñòíû;

- ñêîëüêî óñëîâèé îïèñûâàþò ýòè âåëè÷èíû;

- ÷òî òðåáóåòñÿ íàéòè.

2. Îáîçíà÷åíèå áóêâàìè x, y, z, ... íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, î êîòîðûõ
èäåò ðå÷ü â çàäà÷å (ââåäåíèå ïåðåìåííûõ).
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3. Ñîñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ ïåðåìåííûõ è èçâåñòíûõ èç óñëî-
âèÿ çàäà÷è âåëè÷èí óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé (â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ � ñèñòåì íåðàâåíñòâ).

4. Ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé.

5. Îòáîð ðåøåíèé, ïîäõîäÿùèõ ïî ñìûñëó çàäà÷è.

Âûáèðàÿ íåèçâåñòíûå è ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ, ìû ñîçäàåì ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ìîäåëü ñèòóàöèè, îïèñàííîé â óñëîâèè çàäà÷è. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âñå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû ñëåäîâàòü èç êîíêðåòíûõ óñëîâèé çàäà÷è, òî
åñòü êàæäîå óñëîâèå äîëæíî áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå óðàâíåíèÿ (èëè
íåðàâåíñòâà).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà äâèæåíèå èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû:

S = v · t, v =
S

t
, t =

S

v
.

Ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî óêàçàííûå âåëè÷èíû äîëæíû áûòü
â îäíîé ñèñòåìå åäèíèö.

Êðîìå òîãî, ÷òî åñëè äâà òåëà íà÷èíàþò äâèæåíèå îäíîâðåìåííî, òî
â ñëó÷àå, åñëè îíè âñòðå÷àþòñÿ, êàæäîå ñ ìîìåíòà âûõîäà è äî âñòðå-
÷è çàòðà÷èâàþò îäèíàêîâîå âðåìÿ. Òî÷íî òàêæå îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå,
åñëè îäíî òåëî äîãîíÿåò äðóãîå. Åñëè æå òåëà âûõîäÿò â ðàçíîå âðåìÿ,
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òî äî ìîìåíòà âñòðå÷è èç íèõ çàòðà÷èâàåò âðåìåíè áîëüøå òî, êîòîðîå
âûõîäèò ðàíüøå.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà äâèæåíèå ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:

1. Åñëè íåò ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê, òî äâèæåíèå ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîìåð-
íûì.

2. Ïîâîðîòû äâèæóùèõñÿ òåë, ïåðåõîäû íà íîâûé ðåæèì äâèæåíèÿ
ñ÷èòàþòñÿ ïðîèñõîäÿùèìè ìãíîâåííî.

3. Åñëè òåëî ñ ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ õ äâèæåòñÿ ïî ðåêå, ñêîðîñòü
òå÷åíèÿ êîòîðîé ðàâíà ó, òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òåëà ïî òå÷åíèþ
ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé (x+ y), à ïðîòèâ òå÷åíèÿ � (x− y).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà äâèæåíèå ðåêîìåíäóåòñÿ ñäåëàòü ðèñóíîê, îòîá-
ðàæàþùèé âñå óñëîâèÿ çàäà÷è. Ïðè ýòîì ðåøàþùèé çàäà÷ó äîëæåí âû-
áðàòü ñõåìó ðåøåíèÿ: êàêîãî âèäà óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿòü, òî åñòü ÷òî
ñðàâíèâàòü âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà äâèæåíèå íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ ïó-
òè, èëè ïðîéäåííûé êàæäûì îáúåêòîì ïóòü.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òàêîãî òèïà ÷àñòî íåîáõîäèìî óçíàòü âðåìÿ âñòðå-
÷è äâóõ îáúåêòîâ, íà÷èíàþùèõ äâèæåíèå îäíîâðåìåííî èç äâóõ òî÷åê ñ
ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè è äâèæóùèõñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ëèáî â ñëó÷àå,
êîãäà îäèí îáúåêò äîãîíÿåò äðóãîé.
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Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè À è Â ðàâíî S. Äâà òåëà íà÷èíàþò
äâèæåíèå îäíîâðåìåííî, íî èìåþò ðàçíûå ñêîðîñòè v 1 è v 2. Ïóñòü Ñ
� òî÷êà âñòðå÷è, à t � âðåìÿ äâèæåíèÿ òåë äî âñòðå÷è. Â ñëó÷àå äâè-
æåíèÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó èìååì ÀÑ=v 1t, BC=v 2t. Ñëîæèì ýòè äâà
ðàâåíñòâà:

AC + CB = v1t+ v2t = (v1 + v2)t⇒ AB = S = (v1 + v2)t⇒ S
v1+v2

.

Åñëè îäíî òåëî äîãîíÿåò äðóãîå, òî òåïåðü ïîëó÷àåì ÀÑ=v 1t, BC=v 2t.
Âû÷òåì ýòè ðàâåíñòâà:

AC −BC = (v1 − v2)t.

Òàê êàê AC − BC = AB = S, òî âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå ïåðâîå òåëî
äîãîíèò âòîðîå, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
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t =
S

v1 − v2
.

Çàäà÷à 1. Ïåøåõîä, èäóùèé èç ñîâõîçà íà æåëåçíîäîðîæíóþ ñòàí-
öèþ, ïðîéäÿ çà ïåðâûé ÷àñ 3 êì, ðàññ÷èòàë, ÷òî îí îïîçäàåò ê îòõîäó
ïîåçäà íà 40 ìèí, åñëè áóäåò èäòè ñ òîé æå ñêîðîñòüþ. Ïîýòîìó îñòàëü-
íîé ïóòü îí ïðîøåë ñî ñêîðîñòüþ 4 êì/÷ è ïðèáûë íà ñòàíöèþ çà 15
ìèí äî îòõîäà ïîåçäà. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå îò ñîâõîçà äî ñòàíöèè è ñ
êàêîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íà âñåì ïóòè ïåøåõîä ïðèøåë áû íà ñòàí-
öèþ òî÷íî ê îòõîäó ïîåçäà?

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì òàáëèöó:

Ðàññòîÿíèå,
êì.

Ñêîðîñòü,
êì/÷.

Âðåìÿ, ÷.

Òî÷íî x v x
v

Ñ îïîçäàíèåì x-3 3 x−3
3

Ñ îïåðåæåíèåì x-3 4 x−3
4

Çàìåòèì, ÷òî 15 ìèí = 1
4 ÷, à 40 ìèí = 2

3 ÷.
Òîãäà, óðàâíèâàÿ ïðîìåæóòêè âðåìåíè, çàïèñàííûå â òàáëèöå, ïîëó÷èì
ñèñòåìó óðàâíåíèé: {

x
v = x−3

3 + 1− 2
3 ,

x
v = x−3

4 + 1 + 1
4
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Ñðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû, èìååì

x− 3

3
+ 1− 2

3
=
x− 3

4
+ 1 +

1

4

èëè

4x− 12 + 4 = 3x− 9 + 15, x = 14, òîãäà v = 14
4 = 3, 5 (êì/÷)

Îòâåò: 14 êì, 3,5 êì/÷.

Çàäà÷à 2. Âåëîñèïåäèñò è ïåøåõîä âûøëè èç ïóíêòîâ À è Â, ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 12 êì, è âñòðåòèëèñü ÷åðåç 20 ìèí. Ïåøåõîä
ïðèáûë â ïóíêò À íà 1÷ 36 ìèí ïîçæå, ÷åì âåëîñèïåäèñò â ïóíêò Â.
Íàéòè ñêîðîñòü ïåøåõîäà.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x êì/÷ ñêîðîñòü ïåøåõîäà. Òîãäà 12 êì
èç Â â À ïåøåõîä ïðîéäåò çà 12/x ÷, à âåëîñèïåäèñò ýòî æå ðàññòîÿíèå
èç À â Â íà 1÷ 36 ìèí=1,6÷ áûñòðåå, ò. å. çà 12 :

(
12
x − 1, 6

)
÷ ñî ñêîðî-

ñòüþ 12 :
(
12
x − 1, 6

)
= 12x

12−1,6x = 3x
3−0,4x êì/÷. Âåëîñèïåäèñò è ïåøåõîä,

äâèãàÿñü íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, ðàññòîÿíèå 12 êì ïðîøëè çà 20ìèí =1
3÷.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå:

1
3x+ 1

3 ·
3x

3−0,4x = 12

èëè
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0, 4x2 − 20, 4x+ 108 = 0, x2 − 51x+ 270 = 0, îòêóäà x1 = 6, x2 = 45.

Çíà÷åíèå x = 45 íåâîçìîæíî, òàê êàê õ � ñêîðîñòü ïåøåõîäà.

Îòâåò: 6 êì/÷.

Çàäà÷à 3. Íàéòè äëèíó ïîåçäà, çíàÿ, ÷òî îí ïðîõîäèë ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ ìèìî íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëÿ â òå÷åíèå 7 ñ è çàòðàòèë 25
ñ íà òî, ÷òîáû ïðîåõàòü ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âäîëü ïëàòôîðìû äëèíîé
378 ì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü õ � äëèíà ïîåçäà, òîãäà ñêîðîñòü ïîåçäà ìèìî íåïî-
äâèæíîãî ïàññàæèðà áóäåò x

7 ì/ñ, à ñêîðîñòü ïîåçäà ìèìî ïëàòôîðìû
áóäåò x+378

25 ì/ñ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è ýòè ñêîðîñòè ðàâíû, ò. å. èìå-
åì óðàâíåíèå:

x
7 = x+378

25 èëè 25x − 7x = 378 · 7, îòêóäà x = 147. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëèíà ïîåçäà 147 ì.

Îòâåò: 147 ì.

Çàäà÷à 4. Ìîòîðíàÿ ëîäêà ïðîøëà 5 êì ïî òå÷åíèþ è 6 êì ïðîòèâ
òå÷åíèÿ ðåêè, çàòðàòèâ íà âåñü ïóòü 1÷. Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè ðàâíà 3
êì/÷. Íàéòè ñêîðîñòü ëîäêè ïî òå÷åíèþ.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ëîäêè õ êì/÷, ãäå
x > 0. Ñîñòàâèì òàáëèöó.

Ñêîðîñòü,
êì/÷.

Ðàññòîÿíèå,
êì.

Âðåìÿ, ÷.

Ïî òå÷åíèþ x+ 3 5 5
x+3

Ïðîòèâ òå÷åíèÿ x− 3 6 6
x−3

Òàê êàê íà âåñü ïóòü ìîòîðíàÿ ëîäêà çàòðàòèëà 1 ÷, òî ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå:

5

x+ 3
+

6

x− 3
= 1,{

5(x− 3) + 6(x+ 3) = x2 − 9,
x 6= 3,

5x− 15 + 6x+ 18 = x2 − 9 èëè x2 − 11x− 12 = 0,

îòêóäà x1 = 12, x2 = −1 (íå ïîäõîäèò, òàê êàê x > 0). Åñëè x = 12,
òî x+ 3 = 15. Èòàê, ñêîðîñòü ëîäêè ïî òå÷åíèþ ðåêè 15 êì/÷.

Îòâåò: 15 êì/÷.

Çàäà÷à 5. Äâà ïåøåõîäà âûøëè îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó
è âñòðåòèëèñü ÷åðåç 3 ÷ 20 ìèí. Ñêîëüêî âðåìåíè ïîíàäîáèòñÿ êàæäîìó
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èç íèõ, ÷òîáû ïðîéòè âñå ðàññòîÿíèå, åñëè ïåðâûé ïðèøåë â òî ìåñòî,
èç êîòîðîãî âûøåë âòîðîé, íà 5 ÷ ïîçæå, ÷åì âòîðîé ïðèøåë â òî ìåñòî,
îòêóäà âûøåë ïåðâûé?

Ðåøåíèå. Òàê êàê â çàäà÷å íåò íèêàêèõ äàííûõ î ïðîéäåííîì ðàñ-
ñòîÿíèè, òî âñå ðàññòîÿíèå ïðèìåì çà 1. Òîãäà ñêîðîñòü ïåðâîãî ïåøåõî-
äà áóäåòv1 = 1

x , à âòîðîãî � v2 = 1
y , ãäå õ ÷àñîâ � âðåìÿ â ïóòè ïåðâîãî

ïåøåõîäà, à ó ÷àñîâ � âðåìÿ âòîðîãî ïåøåõîäà.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
31
3 ·

1
x + 31

3 ·
1
y = 1,

x− y = 5
èëè

{ 1
x + 1

y = 3
10 ,

x− y = 5.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷èì
x = 10, y = 5

Îòâåò: 10 ÷, 5 ÷.

Çàäà÷à 6. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè 105
êì îò ïóíêòà À, ñî íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ âûåçæàåò àâòîáóñ. ×åðåç 30 ìè-
íóò âñëåä çà íèì èç À ñî ñêîðîñòüþ 40 êì/÷ îòïðàâëÿåòñÿ àâòîìîáèëü,
êîòîðûé äîãíàâ àâòîáóñ, ïîâîðà÷èâàåò îáðàòíî. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü àâ-
òîáóñà, ïðè êîòîðîé àâòîìîáèëü âîçâðàùàåòñÿ â À ïîçæå, ÷åì àâòîáóñ
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ïðèõîäèò â Â.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü õ êì � ðàññòîÿíèå îò ïóíêòà À äî ìåñòà âñòðå÷è àâòîáóñà è

àâòîìîáèëÿ. Îáîçíà÷èì v êì/÷ ñêîðîñòü àâòîáóñà.

Âðåìÿ, êîòîðîå çàòðà÷èâàåò àâòîáóñ íà ïóòü èç À â Â, ðàâíî 105
v ÷.

Âðåìÿ, êîòîðîå çàòðà÷èâàåò àâòîìîáèëü, ÷òîáû äîãíàòü àâòîáóñ è âåð-
íóòüñÿ â À, ñ ó÷¼òîì åãî áîëåå ïîçäíåãî, íà 0,5 ÷, îòïðàâëåíèÿ, ñîñòàâ-
ëÿåò 2x

40 +0, 5 ÷. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è âðåìÿ äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ áîëüøå
âðåìåíè àâòîáóñà, ò.å. 2x

40 + 0, 5 > 105
v . Ïî óñëîâèþ çàäà÷è âðåìÿ, çàòðà-

÷åííîå àâòîáóñîì íà ïóòü îò À äî ìåñòà âñòðå÷è, íà 0,5 ÷ áîëüøå âðå-
ìåíè, êîòîðîå ïîòðåáîâàëîñü àâòîìîáèëþ, ÷òîáû äîãíàòü àâòîáóñ, ò.å.
x
v −

x
40 = 1

2 , õ=
20v
40−v Â ðåçóëüòàòå íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä:

2

40
· 20v

40− v
+

1

2
>

105

v
,

v

40− v
+

1

2
>

105

v
.

Òàê êàê 0 < v < 40, òî óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 2v(40-v)>0,
èìååì:

2v2 + (40-v) v>210(40-v),
v2 + 250v-840>0,
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Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå çàäà÷è, ðåøåíèå íåðàâåíñòâà èìååò âèä: v>30.
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è âñòðå÷à ïðîèçîøëà äî ïóíêòà Â, ò.å. 0< x < 105.
Â ðåçóëüòàòå èìååì åù¼ îäíî íåðàâåíñòâî:

0< 20v
40−v < 105, òàê êàê 0< v < 40,òî

0 < 20v < 4200− 105v,

0 < v < 33, 6.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî : v>30 , îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:
30< v < 33, 6, ïðè òàêèõ ñêîðîñòÿõ, àâòîìîáèëü âîçâðàùàåòñÿ â À

ïîçæå, ÷åì àâòîáóñ ïðèõîäèò â Â.

Îòâåò: 30< v < 33, 6.

Çàäà÷à 7. Íà ðåêå, ñêîðîñòü òå÷åíèÿ êîòîðîé 5 êì/÷, â íàïðàâëåíèè
å¼ òå÷åíèÿ ðàñïîëîæåíû ïðèñòàíè À, Â è Ñ, ïðè÷¼ì Â íàõîäèòñÿ ïîñåðå-
äèíå ìåæäó À è Ñ. Îò ïðèñòàíè Â îäíîâðåìåííî îòõîäÿò ïëîò, êîòîðûé
äâèæåòñÿ ïî òå÷åíèþ ê ïðèñòàíè Ñ, è êàòåð, êîòîðûé èä¼ò ê ïðèñòàíè
À, ïðè÷¼ì ñêîðîñòü êàòåðà â ñòîÿ÷åé âîäå ðàâíà v êì/÷. Äîéäÿ äî ïðè-
ñòàíè À, êàòåð ðàçâîðà÷èâàåòñÿ è äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê ïðèñòàíè
Ñ. Íàéäèòå âñå òå çíà÷åíèÿ v, ïðè êîòîðûõ êàòåð ïðèõîäèò â Ñ ïîçæå,



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 280 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

÷åì ïëîò.

Îòâåò: 5< v <15 êì/÷.

Çàäà÷à 8. Òóðèñò, èäóùèé èç äåðåâíè íà ñòàíöèþ, ïðîéäÿ çà ïåð-
âûé ÷àñ 3êì, ðàññ÷èòàë, ÷òî îí îïîçäàåò ê ïîåçäó íà 40ìèí. åñëè áóäåò
äâèãàòüñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ. Ïîýòîìó, îñòàëüíîé ïóòü îí ïðîõîäèò ñî
ñêîðîñòüþ 4êì/÷ è ïðèáûâàåò íà ñòàíöèþ çà 45ìèí. Äî îòõîäà ïîåçäà.
Êàêîâî ðàññòîÿíèå îò äåðåâíè äî ñòàíöèè?

Ðåøåíèå:

1) Çàäà÷à íà äâèæåíèå. Ðå÷ü èäåò î äâèæåíèè îäíîãî ÷åëîâåêà, èçâåñò-
íà ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ è ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, ïîñëå
ïåðâîãî ÷àñà ïóòè.

Èçâåñòíî, íàñêîëüêî îí îïîçäàåò, åñëè áóäåò äâèãàòüñÿ ñ ïåðâîíà-
÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, è íàñêîëüêî âðåìåíè ïðèäåò ðàíüøå, èçìåíèâ
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ.

Íàéòè íóæíî îäíó âåëè÷èíó � ðàññòîÿíèå îò äåðåâíè äî ñòàíöèè,
ïîýòîìó ââåäåì îäíó ïåðåìåííóþ (âìåñòå ñ òåì, äâèæåíèå òóðèñòà
îïèñûâàþò äâà óñëîâèÿ, ïîýòîìó ìîæíî ââåñòè äâå ïåðåìåííûå).

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèè çàäà÷è âðåìÿ äàíî êàê â ìèíóòàõ, òàê è â
÷àñàõ, ïîýòîìó ïåðåâåäåì ìèíóòû â ÷àñû:
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40ìèí. = 40/60÷.=2/3÷, 45ìèí. = 45/60÷. = 3/4÷.

1 ñïîñîá.

2) Ïóñòü õ êì � ðàññòîÿíèå îò äåðåâíè äî ñòàíöèè.

3) Òîãäà x
3 êì/÷ � âðåìÿ äâèæåíèÿ òóðèñòà îò äåðåâíè äî ñòàíöèè ñ

ïåðâîíà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ;
(x−3)

4 � âðåìÿ äâèæåíèÿ òóðèñòà ñî ñêîðîñòüþ 4êì/÷;
(x−3)

4 +1 � âðåìÿ, çàòðà÷åííîå òóðèñòîì íà ïóòü îò äåðåâíè äî ñòàí-
öèè;

Ïî óñëîâèþ (x−3)
4 + 1 + 3

4 - âðåìÿ îòõîäà ïîåçäà è
x
3 −

2
3 òîæå âðåìÿ

îòõîäà ïîåçäà, ïîýòîìó ìîæíî ñîñòàâèòü óðàâíåíèå: (x−3)4 + 1 + 3
4 =

x
3 −

2
3

4) Ðåøèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå: x−3+4+3
4 = x−2

3 ⇔ x = 20.

5) ×åðåç õ ìû îáîçíà÷èëè ðàññòîÿíèå ìåæäó äåðåâíåé è ñòàíöèåé.
Ïîëó÷èëè ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
çàäà÷è.

2 ñïîñîá.

1) Ïóñòü õ êì � ðàññòîÿíèå îò äåðåâíè äî ñòàíöèè; ó � âðåìÿ îòïðàâ-
ëåíèÿ ïîåçäà.
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2) Òîãäà x
3 êì/÷ � âðåìÿ äâèæåíèÿ òóðèñòà îò äåðåâíè äî ñòàíöèè ñ

ïåðâîíà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ;
(x−3)

4 � âðåìÿ äâèæåíèÿ òóðèñòà ñî ñêîðîñòüþ 4êì/÷;
(x−3)

4 +1 � âðåìÿ, çàòðà÷åííîå òóðèñòîì íà ïóòü îò äåðåâíè äî ñòàí-
öèè;

Ïî óñëîâèþ ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñò-
íûìè: {

x
3 −

2
3 = y

x−3
4 + 1 + 3

4 = y

3) Ðåøèì ýòó ñèñòåìó:

{
x = 3y + 2,
x = 4y − 4

⇔
{
x = 20,
y = 6

Îòâåò: ðàññòîÿíèå ìåæäó äåðåâíåé è ñòàíöèåé ðàâíî 20 êì.

Çàäà÷à 9. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè À è Â ðàâíî 60 êì. Äâà ïî-
åçäà âûõîäÿò îäíîâðåìåííî: îäèí èç À â Â, äðóãîé èç Â â À. Ïðîéäÿ 20
êì, ïîåçä, èäóùèé èç À â Â, îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ïîë÷àñà, çàòåì, ïðîéäÿ
4 ìèíóòû, âñòðå÷àåò ïîåçä, èäóùèé èç Â. Îáà ïîåçäà ïðèáûâàþò ê ìåñòó
íàçíà÷åíèÿ îäíîâðåìåííî. Íàéäèòå ñêîðîñòè ïîåçäîâ.

Ðåøåíèå:

1) Îòîáðàçèì âñå óñëîâèÿ çàäà÷è íà ðèñóíêå.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè âðåìÿ â óñëîâèè çàäà÷è âûðàæåíî êàê â ÷àñàõ,
òàê è â ìèíóòàõ, òî ìèíóòû íàäî ïåðåâåñòè â ÷àñû. Â íàøåì ñëó÷àå
4 ìèí = 4/60 ÷àñà = 1/15 ÷àñà.

2) Òàê êàê â çàäà÷å íàäî îïðåäåëèòü äâå âåëè÷èíû, ââåäåì äâå ïåðå-
ìåííûå è ñîñòàâèì äâà óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü õ êì/÷ � ñêîðîñòü ïîåçäà, âûøåäøåãî èç ïóíêòà À;

ó êì/÷ � ñêîðîñòü ïîåçäà, âûøåäøåãî èç ïóíêòà Â.

3) Òàê êàê â çàäà÷å èçâåñòíî ðàññòîÿíèå, âûðàçèì âðåìÿ ÷åðåç ñêî-
ðîñòü è ðàññòîÿíèå.
20
x � âðåìÿ, çà êîòîðîå ïîåçä èç À ïðîøåë 20 êì.
20
x + 1

2 + 1
15 = 20

x + 17
30 � âðåìÿ, çàòðà÷åííîå ïîåçäîì èç À äî âñòðå÷è

â ïóíêòå D.
1
15 · x � ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîøåë ïîåçä èç À çà 4 ìèíóòû ïîñëå
îñòàíîâêè.
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Òîãäà ïîåçä èç À äî âñòðå÷è â ïóíêòå D ïðîøåë 20 + x
15 êì.

60−
(
20 + x

15

)
= 40− x

15 êì � ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå ïîåçäîì èç Â
äî âñòðå÷è.
40− x

15

y � âðåìÿ, ïðîéäåííîå ïîåçäîì èç Â äî âñòðå÷è â ïóíêòå D.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ â ïóíêòå D ïîåçäà âñòðåòèëèñü, îíè çàòðàòè-
ëè íà ïóòü äî âñòðå÷è îäèíàêîâîå âðåìÿ, ïîýòîìó ïîëó÷àåì ïåðâîå
óðàâíåíèå: 20

x + 17
30 =

40− x
15

y .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûðàçèì âðåìÿ äâèæåíèÿ ïîåçäîâ ïîñëå âñòðå÷è
â ïóíêòå D.

Òàê êàê AD = 20+ x
15 , òî

20+ x
15

y � âðåìÿ äâèæåíèÿ ïîåçäà èç Â ïîñëå
âñòðå÷è.

Òàê êàê DB = 40− x
15 , òî

40− x
15

x � âðåìÿ äâèæåíèÿ ïîåçäà èç À ïîñëå
âñòðå÷è.

Ïî óñëîâèþ 20+ x
15

y =
40− x

15

x .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñîñòàâèëè ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïå-
ðåìåííûìè. {

20
x + 17

30 =
40− x

15

y ;
20+ x

15

y =
40− x

15

x .

4) Ðåøèì ñèñòåìó, äëÿ ÷åãî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì ó è ïîä-
ñòàâèì ýòî âûðàæåíèå âìåñòî ó âî âòîðîå óðàâíåíèå.
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y =
40− x

15
20
x + 17

30

⇒
(

20 +
x

15

)
:

40− x
15

20
x + 17

30

=
40− x

15

x
⇔

⇔
(
20 + x

15

) (
20
x + 17

30

)
x =

(
40− x

15

)2
.

Ðåøèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå(
20 + x

15

) (
20 + 17x

30

)
= 1600− 16

3 x+ x2

225 ⇔
⇔ x2 + 540x− 36000 = 0 ⇔ õ 1=60; õ 2=�600.

Òàê êàê õ � ñêîðîñòü, òî õ 2 íå ïîäõîäèò ïî ñìûñëó çàäà÷è. Ïîäñòà-
âèì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå õ â âûðàæåíèå äëÿ ó

y =
40− 60

15
20
60 + 17

30

=
36
54
60

=
36 · 60

54
= 40.

Îòâåò: vA=60 êì/÷, vB=40 êì/÷.

Îñíîâíûìè êîìïîíåíòàìè çàäà÷ íà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó ÿâëÿþò-
ñÿ: ðàáîòà; âðåìÿ; ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà. Ñîäåðæàíèå çàäà÷ ýòîãî
òèïà ñâîäèòñÿ îáû÷íî ê ñëåäóþùåìó: íåêîòîðóþ ðàáîòó, îáúåì êîòîðîé
ìîæåò íå óêàçûâàòüñÿ è íå ÿâëÿåòüñÿ èñêîìûì, âûïîëíÿþò íåñêîëüêî
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÷åëîâåê èëè ìåõàíèçìîâ, ðàáîòàþùèõ ðàâíîìåðíî, òî åñòü ñ ïîñòîÿííîé
äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ. Â òàêèõ çàäà÷àõ îáúåì âñåé
ðàáîòû, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü âûïîëíåíà, ïðèíèìàåòñÿ çà 1; âðåìÿ t,
òðåáóþùååñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåé ðàáîòû, è ð � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
òðóäà, òî åñòü îáúåì ðàáîòû, ñäåëàííîé çà åäèíèöó âðåìåíè, ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

p =
1

t
.

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòîãî òèïà.
Ïóñòü õ � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîé ðàáîòû ïåðâûì ðàáî÷èì,
ó � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé æå ðàáîòû âòîðûì ðàáî÷èì.
Òîãäà 1

x � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ïåðâîãî ðàáî÷åãî,
1
y � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà âòîðîãî ðàáî÷åãî.
1
x + 1

y � ñîâìåñòíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà.
1

1
x+

1
y

= xy
x+y � âðåìÿ, çà êîòîðîå îíè âûïîëíÿò çàäàíèå, ðàáîòàÿ âìåñòå.

Çàäà÷à 10. Äâå áðèãàäû äîëæíû áûëè çàêîí÷èòü óáîðêó óðîæàÿ
çà 12 äíåé. Ïîñëå 8 äíåé ñîâìåñòíîé ðàáîòû I áðèãàäà ïîëó÷èëà äðóãîå
çàäàíèå, ïîýòîìó II áðèãàäà çàêîí÷èëà îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðàáîòû çà 7
äíåé. Íà ñêîëüêî äíåé II áðèãàäà óáðàëà áû âåñü óðîæàé áûñòðåå I, åñëè
áû êàæäàÿ áðèãàäà ðàáîòà îòäåëüíî?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåñü óðîæàé ÷åðåç 1. Ïóñòü I áðèãàäà ìîæåò
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óáðàòü âåñü óðîæàé çà õ äíåé, à II - çà ó äíåé.

Òîãäà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà I áðèãàäû áóäåò � 1
x , à II � 1

y ýòî
÷àñòü óðîæàÿ, êîòîðóþ óáèðàåò êàæäàÿ áðèãàäà åæåäíåâíî.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
1
x + 1

y = 1
12 ,

8
(

1
x + 1

y

)
+ 7 · 1y = 1;

{
1
x + 1

y = 1
12 ,

8
12 + 7 · 1y = 1;{

1
x + 1

y = 1
12 ,

7 · 1y = 1
3 ;

{
1
x = 1

28 ,
y = 21;

{
x = 28,
y = 21;

Èòàê, I áðèãàäà óáåðåò âåñü óðîæàé çà 28 äíåé, à II � çà 21 äåíü, ò. å.
II áðèãàäà âåñü óðîæàé óáåðåò íà 7 äíåé áûñòðåå I.

Îòâåò: 7 äíåé.

Çàäà÷à 11. Áàññåéí íàïîëíÿåòñÿ äâóìÿ òðóáàìè, äåéñòâóþùèìè îä-
íîâðåìåííî, çà 2 ÷. Çà ñêîëüêî ÷àñîì ìîæåò íàïîëíèòü áàññåéí I òðóáà,
åñëè îíà, äåéñòâóÿ îäíà, íàïîëíÿåò áàññåéí íà 3÷ áûñòðåå, ÷åì II?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç õ âðåìÿ íàïîëíåíèÿ áàññåéíà I òðóáîé.
Ñîñòàâèì òàáëèöó.
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Âåëè÷èíû Ïðîöåññû çàïîëíåíèÿ áàññåéíà
I òðóáîé II òðóáîé I è II âìåñòå

V 1 1 1

N, 1/÷ 1
x

3
x+3

1
2

t, ÷ x ? x+ 3 2

N � ðàáîòà â åäèíèöó âðåìåíè;

V = N · t;

Nñîâì. = NI +NII ;

tñîâì. < tI + tII

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå:

1
x + 1

x+3 = 1
2 , ãäå x 6= 0, x 6= −3.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå, íàõîäèì x1 = 3, x2 = −2 (íå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ çàäà÷è). Çíà÷èò, I òðóáà íàïîëíÿåò áàññåéí çà 3 ÷.

Îòâåò: 3 ÷.

Çàäà÷à 12. Ïåðâîìó òðàêòîðó íà âñïàøêó âñåãî ïîëÿ òðåáóåòñÿ íà 2
÷ ìåíüøå, ÷åì òðåòüåìó, è íà 1 ÷ áîëüøå, ÷åì âòîðîìó. Ïðè ñîâìåñòíîé
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ðàáîòå ïåðâîãî è âòîðîãî òðàêòîðîâ ïîëå ìîæåò áûòü âñïàõàíî çà 1 ÷
12 ìèí. Êàêîå âðåìÿ íà âñïàøêó ïîëÿ áóäåò çàòðà÷åíî ïðè ñîâìåñòíîé
ðàáîòå âñåõ òðåõ òðàêòîðîâ?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü õ ÷ � âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ âñïàøêè ïîëÿ I òðàêòîðó,
ó ÷ � II òðàêòîðó è z ÷ � III òðàêòîðó.
Ïðèìåì ïëîùàäü âñåãî ïîëÿ çà 1, òîãäà 1

x � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü I,
1
y � II,

1
z � III òðàêòîðà. Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è èìååì

z − x = 2 è x− y = 1.

Òàê êàê 1 ÷ 12 ìèí = 6
5÷, òî çà ýòî âðåìÿ I òðàêòîð âûïîëíèò

6
5 ·

1
x = 6

5x

÷àñòü ðàáîòû, à II � 6
5 ·

1
y = 6

5y � ÷àñòü ðàáîòû. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

óðàâíåíèå 6
5x + 6

5y = 1 èëè 1
x + 1

y = 5
6 . Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê

ðåøåíèþ ñèñòåìû òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:
z − x = 2,
x− y = 1,
1
x + 1

y = 5
6 ;


z = x+ 2,
y = x− 1,
1
x + 1

x−1 = 5
6 .

Ðåøèâ òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû, íàõîäèì x1 = 3, x2 = −0, 4 (íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, òàê êàê x > 0).

Åñëè x = 3, òî z = 5 è y = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñîâìåñòíîé ðàáîòå
òðåõ òðàêòîðîâ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ñîñòàâèò 1

3 + 1
2 + 1

5 = 31
30 , òîãäà
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âðåìÿ íà âñïàøêó ïîëÿ òðåìÿ òðàêòîðàìè ñîñòàâèò 30
31 ÷.

Îòâåò: 30
31 .

Çàäà÷à 13. Äâîå ðàáî÷èõ âûïîëíÿþò íåêîòîðóþ ðàáîòó. Ïîñëå 45
ìèíóò ñîâìåñòíîé ðàáîòû ïåðâûé ðàáî÷èé áûë ïåðåâåäåí íà äðóãóþ ðà-
áîòó, è âòîðîé ðàáî÷èé çàêîí÷èë îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðàáîòû çà 2 ÷àñà
15 ìèíóò. Çà êàêîå âðåìÿ ìîã áû âûïîëíèòü ðàáîòó êàæäûé ðàáî÷èé â
îòäåëüíîñòè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âòîðîìó äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ íà 1 ÷àñ
áîëüøå, ÷åì ïåðâîìó.

Ðåøåíèå:

1) Çàäà÷à íà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó. Íåîáõîäèìî íàéòè äâå âåëè÷èíû.

2) Ïóñòü õ � âðåìÿ ðàáîòû ïåðâîãî ïî âûïîëíåíèþ âñåé ðàáîòû.

ó � âðåìÿ ðàáîòû âòîðîãî ðàáî÷åãî.

3) Ïî óñëîâèþ x = y− 1, è ïåðâîå óðàâíåíèå ñîñòàâëåíî. Ïóñòü îáúåì
âñåé ðàáîòû ðàâåí 1.

Òîãäà 1
x � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ïåðâîãî ðàáî÷åãî, 1

y � ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòü òðóäà âòîðîãî ðàáî÷åãî. Òàê êàê îíè ðàáîòàëè 45

ìèí.= 3/4 ÷àñà ñîâìåñòíî, òî 3
4

(
1
x + 1

y

)
� îáúåì ðàáîòû, âûïîëíåí-

íîé ðàáî÷èìè çà 45 ìèíóò.
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Òàê êàê âòîðîé ðàáî÷èé ðàáîòàë îäèí 2 ÷àñà 15 ìèíóò = 21
4 = 9

4

÷àñà, òî 9
4 ·

1
y � îáúåì ðàáîòû, âûïîëíåííîé âòîðûì ðàáî÷èì çà 2

÷àñà 15 ìèíóò.

Ïî óñëîâèþ 3
4

(
1
x + 1

y

)
+ 9

4y = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé:{
x = y − 1;
3
4

(
1
x + 1

y

)
+ 9

4y = 1.

4) Ðåøèì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, äëÿ ýòîãî âûðàæåíèå äëÿ õ èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ïîäñòàâèì âî âòîðîå

3
4(y−1) + 3

y = 1⇒ 4y2 − 19y + 12 = 0⇒ y1 = 3
4 ÷. è y2=4 ÷.

5) Èç äâóõ çíà÷åíèé äëÿ ó âûáåðåì òî, êîòîðîå ïîäõîäèò ïî ñìûñëó
çàäà÷è ó1=45 ìèí., íî 45 ìèí. ðàáî÷èå ðàáîòàëè âìåñòå, à ïîòîì
âòîðîé ðàáî÷èé ðàáîòàë åùå îòäåëüíî, ïîýòîìó y1 = 3

4 íå ïîäõî-
äèò ïî ñìûñëó çàäà÷è. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ó2=4÷. íàéäåì èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû çíà÷åíèå õ : õ=4�1 ⇒ õ=3 ÷.

Îòâåò: ïåðâûé ðàáî÷èé âûïîëíèò ðàáîòó çà 3 ÷àñà, âòîðîé � çà 4 ÷àñà.
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Çàìå÷àíèå: ýòó çàäà÷ó ìîæíî áûëî ðåøèòü, íå ââîäÿ âòîðóþ ïåðå-
ìåííóþ ó, à âûðàçèòü âðåìÿ ðàáîòû âòîðîãî ðàáî÷åãî ÷åðåç õ, òîãäà
íóæíî áûëî ñîñòàâèòü îäíî óðàâíåíèå è ðåøèòü åãî.

Çàäà÷à 14. Äâå áðèãàäû ðàáî÷èõ íà÷àëè ðàáîòó â 8 ÷àñîâ. Ñäåëàâ
âìåñòå 72 äåòàëè, îíè ñòàëè ðàáîòàòü ðàçäåëüíî. Â 15 ÷àñîâ âûÿñíèëîñü,
÷òî çà âðåìÿ ðàçäåëüíîé ðàáîòû ïåðâàÿ áðèãàäà ñäåëàëà íà 8 äåòàëåé
áîëüøå, ÷åì âòîðàÿ. Íà äðóãîé äåíü ïåðâàÿ áðèãàäà äåëàëà çà 1 ÷àñ íà
îäíó äåòàëü áîëüøå, à âòîðàÿ áðèãàäà çà 1 ÷àñ íà îäíó äåòàëü ìåíüøå.
Ðàáîòó áðèãàäû íà÷àëè âìåñòå â 8 ÷àñîâ è, ñäåëàâ 72 äåòàëè, ñíîâà ñòàëè
ðàáîòàòü ðàçäåëüíî. Òåïåðü çà âðåìÿ ðàçäåëüíîé ðàáîòû ïåðâàÿ áðèãà-
äà ñäåëàëà íà 8 äåòàëåé áîëüøå, ÷åì âòîðàÿ, óæå ê 13 ÷àñàì. Ñêîëüêî
äåòàëåé â ÷àñ äåëàëà êàæäàÿ áðèãàäà?

Ðåøåíèå.

1) Çàäà÷à íà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó, êîòîðóþ ïðîèçâîäÿò äâå áðèãàäû.

2) Ïóñòü õ äåòàëåé â ÷àñ èçãîòîâëÿåò ïåðâàÿ áðèãàäà (ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü ïåðâîé áðèãàäû).

y � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âòîðîé áðèãàäû.

x+ y � ñîâìåñòíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü áðèãàä.
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Òàê êàê âìåñòå îíè ñäåëàëè 72 äåòàëè, òî 72
x+y � âðåìÿ ñîâìåñòíîé

ðàáîòû áðèãàä.

Òàê êàê áðèãàäû ðàáîòàëè ñ 8 äî 15 ÷àñîâ, âñåãî 7 ÷àñîâ, òî 7− 72
x+y �

âðåìÿ ðàáîòû áðèãàä ðàçäåëüíî, òîãäà
(

7− 72
x+y

)
x � ÷èñëî äåòàëåé,

êîòîðîå èçãîòîâèëà ïåðâàÿ áðèãàäà, ðàáîòàÿ îòäåëüíî
(

7− 72
x+y

)
y

� ÷èñëî äåòàëåé, êîòîðîå èçãîòîâèëà âòîðàÿ áðèãàäà, ðàáîòàÿ îò-
äåëüíî.

Ïî óñëîâèþ(
7− 72

x+y

)
x−

(
7− 72

x+y

)
y = 8 èëè

(
7− 72

x+y

)
(x− y) = 8

Ñîñòàâèì âòîðîå óðàâíåíèå.

Ïî óñëîâèþ: x + 1 � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ïåðâîé áðèãàäû íà
äðóãîé äåíü.

y − 1 � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà âòîðîé áðèãàäû íà äðóãîé äåíü.

x + 1 + y − 1 = x + y � ñîâìåñòíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü (òàêàÿ æå,
êàê è â ïåðâûé äåíü).

Òàê êàê áðèãàäû ðàáîòàëè ñ 8 äî 13 ÷àñîâ � âñåãî 5 ÷àñîâ, òî
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(
5− 72

x+y

)
(x+ 1) � ÷èñëî äåòàëåé, êîòîðûå èçãîòîâèëà ïåðâàÿ áðè-

ãàäà, ðàáîòàÿ îòäåëüíî, âî âòîðîé äåíü.
(

5− 72
x+y

)
(y − 1) � ÷èñëî

äåòàëåé, êîòîðûå èçãîòîâèëà âòîðàÿ áðèãàäà, ðàáîòàÿ îòäåëüíî, âî
âòîðîé äåíü.

Ïî óñëîâèþ (
5− 72

x+y

)
(x+ 1)−

(
5− 72

x+y

)
(y − 1) = 8

èëè (
5− 72

x+y

)
(x− y + 2) = 8.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñîñòàâèëè ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé:
(

7− 72
x+y

)
(x− y) = 8;(

5− 72
x+y

)
(x− y + 2) = 8.

3) Ðåøèì ýòó ñèñòåìó ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííûõ:

Ïóñòü 72
x+y = u, x− y = v...................(*)

Òîãäà èìååì:

{
(7− u) v = 8;
(5− u) (v + 2) = 8

⇒
{

7v − uv = 8;
5v − uv − 2u+ 2 = 0.
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Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ u = 7v−8
v è ïîäñòàâèì âî âòîðîå

óðàâíåíèå

5v − 7v−8
v v − 2 · 7v−8v + 2 = 0 ⇒ v 2+2v�8=0 ⇒ v 1=2, v 2=�4.

Çíà÷åíèå v 2=�4 íå ïîäõîäèò ïî ñìûñëó çàäà÷è (èç óñëîâèÿ ÿñíî, ÷òî
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïåðâîé áðèãàäû âûøå, ÷åì âòîðîé, à çíà÷èò
õ�ó=v>0). Íàéäåì çíà÷åíèå u, ñîîòâåòñòâóþùåå v 2=2, ïîäñòàâèâ
çíà÷åíèå v 2 â âûðàæåíèå äëÿ u:

u =
7 · 2− 8

2
= 3.

Òàê êàê íàì íóæíî íàéòè çíà÷åíèÿ õ è ó, ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå
çíà÷åíèÿ äëÿ u è v â (*){ 72

x+y = 3;

x− y = 2
⇒
{ 72

2y+2 = 3;

x = 2 + y
⇒
{ 36

y+1 = 3;

x = 2 + y
⇒

⇒
{
y = 11;
x = 2 + y

⇒
{
y = 11;
x = 13.

Îòâåò: 13 äåòàëåé â ÷àñ èçãîòàâëèâàëà ïåðâàÿ áðèãàäà; 11 äåòàëåé â
÷àñ èçãîòàâëèâàëà âòîðàÿ áðèãàäà.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 13 è 14
Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè. Ïðèí-
öèïû ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

2. Òåêñòîâàÿ çàäà÷à. Âèäû òåêñòîâûõ çàäà÷ è èõ ïðèìåðû. Ýòàïû ðå-
øåíèÿ òåêñòîâîé çàäà÷è. Ðåøåíèå òåêñòîâûõ çàäà÷ àðèôìåòè÷åñêè-
ìè ïðèåìàìè. Ðåøåíèå òåêñòîâûõ çàäà÷ ìåòîäîì ñîñòàâëåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ, íåðàâåíñòâà èëè èõ ñèñòåì. ×åðòåæ ê òåêñòîâîé çàäà÷å è åãî
çíà÷åíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

3. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåêñòîâûõ çàäà÷ íà âñòðå÷íîå äâèæåíèå è
äâèæåíèå â îäíîì íàïðàâëåíèè. Äâèæåíèå òåë ïî òå÷åíèþ è ïðî-
òèâ òå÷åíèÿ. Ðàâíîìåðíîå è ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå òåë ïî ïðÿ-
ìîé ëèíèè â îäíîì íàïðàâëåíèè è íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Äâèæåíèå
òåë ïî îêðóæíîñòè â îäíîì íàïðàâëåíèè è íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó.
Ôîðìóëû çàâèñèìîñòè ðàññòîÿíèÿ, ïðîéäåííîãî òåëîì, îò ñêîðî-
ñòè, óñêîðåíèÿ è âðåìåíè â ðàçëè÷íûõ âèäàõ äâèæåíèÿ. Ãðàôèêè
äâèæåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. ×òåíèå ãðàôèêîâ
äâèæåíèÿ è ïðèìåíåíèå èõ äëÿ ðåøåíèÿ òåêñòîâûõ çàäà÷. Ðåøåíèå
òåêñòîâûõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ ãåîìåòðèè. Îñîáåí-
íîñòè âûáîðà ïåðåìåííûõ è ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷ íà äâèæåíèå.
Ñîñòàâëåíèå òàáëèöû äàííûõ çàäà÷è è åå çíà÷åíèå äëÿ ñîñòàâëåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
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4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è íà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó. Ôîðìóëà çà-
âèñèìîñòè îáúåìà âûïîëíåííîé ðàáîòû îò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è
âðåìåíè åå âûïîëíåíèÿ. Îñîáåííîñòè âûáîðà ïåðåìåííûõ è ìåòîäè-
êà ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðàáîòó. Ñîñòàâëåíèå òàáëèöû äàííûõ çàäà÷è
è åå çíà÷åíèå äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

5. Ðåøèòå çàäà÷è:

1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñòàíöèÿìè ýëåêòðîïîåçä ïðîõîäèò çà
1 ÷ 30 ìèí. Åñëè åãî ñêîðîñòü óâåëè÷èòü íà 10 êì/÷, òî ýòî
æå ðàññòîÿíèå ýëåêòðîïîåçä ïðîéäåò çà 1÷ 20ìèí. Îïðåäåëèòü
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòàíöèÿìè.

2. Ïàññàæèð, åõàâøèé â ïîåçäå ñî ñêîðîñòüþ 40 êì/÷, çàìåòèë,
÷òî âñòðå÷íûé ïîåçä ïðîåõàë ìèìî çà 3ñ. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü
âñòðå÷íîãî ïîåçäà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî åãî äëèíà 75 êì.

3. Ïåðåäíåå êîëåñî ïîâîçêè íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè ñäåëàëî íà
15 îáîðîòîâ áîëüøå çàäíåãî. Îêðóæíîñòü ïåðåäíåãî êîëåñà ðàâ-
íà 2,5ì, à çàäíåãî � 4ì. Ñêîëüêî îáîðîòîâ ñäåëàëî êàæäîå êî-
ëåñî è êàêîå ðàññòîÿíèå ïðîåõàëà ïîâîçêà?

4. Èç äâóõ ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 650 êì, îòïðàâ-
ëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó äâà ïîåçäà. ×åðåç
10 ÷ ïîñëå îòïðàâëåíèÿ ïîåçäà âñòðåòÿòñÿ. Åñëè æå ïåðâûé ïî-
åçä îòïðàâèòñÿ íà 4÷ 20ìèí ðàíüøå âòîðîãî, òî âñòðå÷à ïðî-
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èçîéäåò ÷åðåç 8÷ ïîñëå îòïðàâëåíèÿ âòîðîãî ïîåçäà. Íàéòè ñêî-
ðîñòü êàæäîãî ïîåçäà.

5. Ïî îêðóæíîñòè, äëèíà êîòîðîé 999ì, äâèæóòñÿ äâà òåëà ïî îä-
íîìó è òîìó æå íàïðàâëåíèþ è âñòðå÷àþòñÿ ÷åðåç êàæäûå 37
ìèí. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü êàæäîãî òåëà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñêî-
ðîñòü ïåðâîãî â 4 ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè âòîðîãî.

6. Ëîäêà ïðîòèâ òå÷åíèÿ ïðîøëà 2,5 êì è ïî òå÷åíèþ 8,5 êì, çà-
òðàòèâ íà âåñü ïóòü 8÷. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ëîäêè â ñòîÿ÷åé
âîäå, åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè ðàâíà 2,5 êì/÷.

7. Ïîåçä äîëæåí áûë ïðîéòè 40 êì. Â ñåðåäèíå ïóòè îí áûë çàäåð-
æàí íà 30 ìèí, à ïîòîìó, ÷òîáû ïðèáûòü âîâðåìÿ, äîëæåí áûë
óâåëè÷èòü ñêîðîñòü íà 2 êì/÷. Ñêîëüêî âðåìåíè ïîåçä çàòðàòèë
íà âåñü ïóòü?

8. Äâà âåëîñèïåäèñòà âûåõàëè îäíîâðåìåííî èç ïóíêòîâ À è Â,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 28 êì, è âñòðåòèëèñü ÷åðåç ÷àñ.
Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äâèãàëñÿ êàæäûé âåëîñèïåäèñò, åñëè îäèí
ïðèáûë â ïóíêò Â íà 35 ìèí ïîçæå, ÷åì äðóãîé â ïóíêò À?

9. Äâà ïå÷íèêà, ðàáîòàÿ âìåñòå, ìîãóò ñëîæèòü ïå÷ü çà 12 ÷. Åñëè
ïåðâûé ïå÷íèê áóäåò ðàáîòàòü 2 ÷, à âòîðîé 3 ÷, òî îíè âûïîë-
íÿò òîëüêî 20 % âñåé ðàáîòû. Çà ñêîëüêî ÷àñîâ ìîæåò ñëîæèòü
ïå÷ü êàæäûé ïå÷íèê, ðàáîòàÿ îòäåëüíî?

10. Äâå áðèãàäû, ðàáîòàÿ âìåñòå, ìîãóò çàêîí÷èòü óáîðêó óðîæàÿ



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 299 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

çà 8 äíåé. Åñëè ïåðâàÿ áðèãàäà áóäåò ðàáîòàòü 3 äíÿ, à âòîðàÿ 12
äíåé, òî îíè âûïîëíÿò 75% âñåé ðàáîòû. Çà ñêîëüêî äíåé ìîæåò
çàêîí÷èòü óáîðêó óðîæàÿ êàæäàÿ áðèãàäà, ðàáîòàÿ îòäåëüíî?

11. Äâå ìàøèíû, ðàáîòàÿ âìåñòå, ìîãóò ðàñ÷èñòèòü êàòîê çà 20
ìèí. Åñëè ïåðâàÿ ìàøèíà áóäåò ðàáîòàòü 25 ìèí, à çàòåì åå
ñìåíèò âòîðàÿ, òî îíà çàêîí÷èò ðàñ÷èñòêó êàòêà ÷åðåç 16 ìèí.
Çà ñêîëüêî âðåìåíè ìîæåò ðàñ÷èñòèòü êàòîê êàæäàÿ ìàøèíà,
ðàáîòàÿ îòäåëüíî?

12. Äâå òðóáû ïðè ñîâìåñòíîì äåéñòâèè ìîãóò íàïîëíèòü áàññåéí
çà 4 ÷. Åñëè áû ñíà÷àëà ïåðâàÿ òðóáà íàïîëíèëà ïîëîâèíó áàñ-
ñåéíà, à çàòåì åå ïåðåêðûëè è îòêðûëè âòîðóþ, òî íàïîëíåíèå
áàññåéíà áûëî áû çàêîí÷åíî çà 9 ÷. Çà ñêîëüêî âðåìåíè ìîæåò
íàïîëíèòü ýòîò áàññåéí êàæäàÿ òðóáà â îòäåëüíîñòè?

13. Ïåðâûé ðàáî÷èé ìîæåò âûïîëíèòü çàäàíèå çà 8 ÷, à âòîðîé çà
6 ÷. Îíè ðàáîòàëè âìåñòå 2 ÷, à çàêàí÷èâàë çàäàíèå îäèí âòî-
ðîé ðàáî÷èé. Ñêîëüêî âðåìåíè ïîòðåáîâàëîñü äëÿ âûïîëíåíèÿ
âòîðîãî çàäàíèÿ?

14. Äâîå ðàáî÷èõ, ðàáîòàÿ îäíîâðåìåííî, âûïîëíèëè çàäàíèå çà
5 äíåé. Åñëè áû ïåðâûé ðàáî÷èé ðàáîòàë â 2 ðàçà áûñòðåå, à
âòîðîé â 2 ðàçà ìåäëåííåå, òî îíè âûïîëíèëè áû çàäàíèå çà 4
äíÿ. Çà ñêîëüêî äíåé âûïîëíèë áû çàäàíèå îäèí ïåðâûé ðàáî-
÷èé?
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè À è Â ïî øîññå ðàâíî 50 êì. Èç ãîðî-
äà À â ãîðîä Â îòïðàâèëñÿ âåëîñèïåäèñò, à ÷åðåç 1÷ 3 ìèí âñëåä
çà íèì îòïðàâèëñÿ ìîòîöèêëèñò, êîòîðûé îáîãíàë âåëîñèïåäèñòà è
ïðèáûë â ãîðîä Â íà 1÷ ðàíüøå åãî. Íàéòè ñêîðîñòü êàæäîãî, çíàÿ,
÷òî ìîòîöèêëèñò äâèãàëñÿ ñî ñêîðîñòüþ â 2,5 ðàçà áîëüøåé, ÷åì
âåëîñèïåäèñò.

2. Èç ïóíêòà À îòïðàâèëè ïî òå÷åíèþ ðåêè ïëîò. ×åðåç 5÷ 20 ìèí
âñëåä çà ïëîòîì èç òîãî æå ïóíêòà âûøëà ìîòîðíàÿ ëîäêà, êîòîðàÿ
äîãíàëà ïëîò, ïðîéäÿ 20 êì. Íàéòè ñêîðîñòü ïëîòà, åñëè èçâåñòíî,
÷òî ñêîðîñòü ìîòîðíîé ëîäêè íà 12 êì/÷ áîëüøå ñêîðîñòè ïëîòà.

3. Áàññåéí íàïîëíÿåòñÿ âîäîé èç äâóõ êðàíîâ. Ñíà÷àëà îòêðûëè ïåð-
âûé êðàí íà 1/3 ÷àñòü òîãî âðåìåíè, çà êîòîðîå íàïîëíÿåò áàññåéí
îäèí âòîðîé êðàí. Çàòåì áûë îòêðûò îäèí âòîðîé êðàí íà 1/2 ÷àñòü
òîãî âðåìåíè, çà êîòîðîå íàïîëíÿåò áàññåéí ïåðâûé êðàí. Ïîñëå
ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî óæå çàïîëíåíî 5/6 îáúåìà áàññåéíà. Çà êàêîå
âðåìÿ íàïîëíÿåò áàññåéí êàæäûé êðàí â îòäåëüíîñòè, åñëè îòêðû-
òûå âìåñòå îíè íàïîëíÿþò áàññåéí çà 2,4 ÷?

4. Äâà ïîåçäà âûõîäÿò îäíîâðåìåííî èç ïóíêòîâ Ì è N, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè 45 êì, è âñòðå÷àþòñÿ ÷åðåç 20 ìèí. Ïîåçä âûøåä-
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øèé èç Ì, ïðèáûâàåò íà ñòàíöèþ N íà 9 ìèí ðàíüøå, ÷åì äðóãîé
ïîåçä â Ì. Êàêîâà ñêîðîñòü êàæäîãî ïîåçäà?

5. Äâà ìàñòåðà, ðàáîòàÿ âìåñòå, ìîãóò âûïîëíèòü çàêàç çà 6 ÷. Åñëè
ïåðâûé ìàñòåð áóäåò ðàáîòàòü 9 ÷, à ïîòîì åãî ñìåíèò âòîðîé, òî îí
çàêîí÷èò ðàáîòó ÷åðåç 4 ÷. Çà ñêîëüêî âðåìåíè ìîæåò âûïîëíèòü
çàêàç êàæäûé èç ìàñòåðîâ, ðàáîòàÿ îòäåëüíî?

6. Èç äâóõ ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 960 êì, âûøëè îä-
íîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó äâà ïîåçäà è âñòðåòèëèñü ÷åðåç 8
÷àñîâ ïîñëå âûõîäà. Íàéäèòå ñêîðîñòü êàæäîãî ïîåçäà, åñëè îäèí
ïðîõîäèò â ÷àñ íà 16 êì áîëüøå äðóãîãî.

7. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè À è Â ðàâíî 153 êì. Èç À â Â âû-
åõàëà ëåãêîâàÿ àâòîìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 80 êì/÷. ×åðåç 3

5÷ ïîñëå
ýòîãî èç Â â À âûåõàë àâòîáóñ ñî ñêîðîñòüþ, ñîñòàâëÿþùåé 3

4 ñêîðî-
ñòè ëåãêîâîãî àâòîìîáèëÿ. ×åðåç ñêîëüêî ÷àñîâ ïîñëå ñâîåãî âûõîäà
àâòîáóñ âñòðåòèòñÿ ñ àâòîìîáèëåì?

8. Äâà ïåøåõîäà, íàõîäÿùèåñÿ â ïóíêòàõ À è Â, ìåæäó êîòîðûìè ïî
ïðÿìîé ðàññòîÿíèå 27êì., âûõîäÿò èç ýòèõ ïóíêòîâ îäíîâðåìåííî,
äâèãàÿñü ïî ïðÿìîé ÀÂ. Îíè âñòðå÷àþòñÿ ÷åðåç 3÷., åñëè èäóò íà-
âñòðå÷ó äðóã äðóãó; è îäèí äîãîíÿåò äðóãîãî ÷åðåç 9÷., åñëè èäóò â
îäíîì íàïðàâëåíèè. Íàéäèòå ñêîðîñòè êàæäîãî ïåøåõîäà.
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9. Äâîå ðàáî÷èõ, ðàáîòàÿ âìåñòå, ìîãóò âûïîëíèòü ðàáîòó çà 12 äíåé.
Çà ñêîëüêî äíåé, ðàáîòàÿ îòäåëüíî, âûïîëíèò ýòó ðàáîòó ïåðâûé
ðàáî÷èé, åñëè îí çà äâà äíÿ âûïîëíÿåò òàêóþ æå ÷àñòü ðàáîòû,
êàêóþ âòîðîé � çà òðè äíÿ?

10. Ïåðâàÿ òðóáà ïðîïóñêàåò íà 1 ëèòð âîäû â ìèíóòó ìåíüøå, ÷åì âòî-
ðàÿ. Ñêîëüêî ëèòðîâ âîäû â ìèíóòó ïðîïóñêàåò ïåðâàÿ òðóáà, åñëè
ðåçåðâóàð îáúåìîì 110 ëèòðîâ îíà çàïîëíÿåò íà 2 ìèíóòû äîëüøå,
÷åì âòîðàÿ òðóáà çàïîëíÿåò ðåçåðâóàð îáúåìîì 99 ëèòðîâ?
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Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è
ëîãàðèôìè÷åñêèõ âûðàæåíèé

1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì.
2. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ëîãàðèôìà.
3. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ

âûðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíüþ ÷èñëà a ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì n

(n > 1) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå n ñîìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòî-
ðûõ ðàâåí a, a1 = a.

Ñâîéñòâà ñòåïåíåé ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì:

1. am · an = am+n

2. am : an =


am−n, m > n;
1 , m = n, (a 6= 0);

1
an−m , n > m, (a 6= 0).

3. (am)n = am·n

4. (0 · b)n = an · bn

5.
(
a
b

)n
= a

bn
n, b 6= 0;
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6. (−a)n =

{
an, n = 2k;
−an, n = 2k + 1.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü: 153·212
352·34 .

Ðåøåíèå. 153·212
352·34 = (3·5)3·(3·7)2

(5·7)234 = 33·53·32·72
52·72·34 = 35·53·72

34·52·72 = 3 · 5 = 15.

Ïðèìåð 2. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: (−1, 4)3 ·
(
34
7

)3
.

Ðåøåíèå. (−1, 4)3 ·
(
34
7

)3
= − (1, 4)3 ·

(
25
7

)3
= −

(
1, 4 · 257

)3
=

= −
(
14
10 ·

25
7

)3
= − (5)3 = −125.

Ïðèìåð 3. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ: (−2)·(−3)17−(−3)16
97·15 .

Ðåøåíèå. (−2)·(−3)17−(−3)16
97·15 =

(−2)·(−(317))−316
97·15 = 2·317−316

(32)
7·3·5 =

= 316(6−1)
314·3·5 = 316·5

315·5 = 3.

Ïðèìåð 4. Ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëåäóþùèå ÷èñëà:(
−3

4

)3

;

(
−2

5

)2

; (0, 3)2 ; (−1, 2)2 .

Ðåøåíèå.
(
−3

4

)3
= −

(
3
4

)3
= −27

64 ;
(
−2

5

)2
=
(
2
5

)2
= 4

25 = 0, 16;
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(0, 3)2 = 0, 09; (−1, 2)2 = 1, 44;

Îòñþäà:
(
−3

4

)3
< (0, 3)2 <

(
−2

5

)2
< (−1, 2)2 .

Äëÿ öåëîãî ïîêàçàòåëÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
Åñëè a 6= 0, òî a0 = 1. Âûðàæåíèå 00 íå èìååò ñìûñëà.
Åñëè a 6= 0, è n � íàòóðàëüíîå, òî a−n = 1

an ;

Âûðàæåíèå 0−n íå èìååò ñìûñëà.

am

an
= am−n, a 6= 0.

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü: 18−3·37
2−5 ;

Ðåøåíèå. 18−3·37
2−5 = 25·37

183 = 25·37
(2·32)3 = 25·37

23·36 = 22 · 3 = 12.

Ïðèìåð 6. Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 1, 7−3 · 90 : 5, 13 · 6−3.

Ðåøåíèå.1, 7−3 · 90 : 5, 13 · 6−3 = 1, 7−3 · 1 : 5, 13 · 6−3 =
(
1,7·6
5,1

)−3
=

=
(
6
3

)−3
= 2−3 = 1

8 .

Ïðèìåð 7. Óïðîñòèòü: (ab)
4

(a−2·b3)−3 .

Ðåøåíèå. (ab)
4

(a−2·b3)−3 = a4·b4
(a−2)

−3·(b3)−3 = a4·b4
a6·b−9 = b13

a2 = a−2 · b13.
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Îïðåäåëåíèå. Êîðíåì ï-é ñòåïåíè èç ÷èñëà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ï-ÿ
ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà à.

Åñëè n = 2, òî èìååì êâàäðàòíûé êîðåíü. Åñëè n = 3, òî êîðåíü
íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì.

Åñëè à>0 è b�êîðåíü ÷¼òíîé n-é ñòåïåíè (n = 2k), òî è (-b) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà à, ò.ê. (−b)n=(-b)2k=(b)2k=(b)n=a.

Äåéñòâèå íàõîæäåíèÿ êîðíÿ n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà íàçûâàåòñÿ èçâëå-
÷åíèåì êîðíÿ n-é ñòåïåíè. Ýòî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê âîçâåäå-
íèþ â n-þ ñòåïåíü.

Åñëè a<0 , òî êîðåíü ÷¼òíîé n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà à íå ñóùåñòâóåò
(íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë).

Îïðåäåëåíèå. Àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì n-é ñòåïåíè èç íåîòðèöà-
òåëüíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî b, n-ñòåïåíü êîòîðîãî
ðàâíà à.

Íàïðèìåð, ÷èñëà 3 è -3 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè èç ÷èñ-
ëà 81. Ïðè ýòîì ÷èñëî 3 � àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè
èç ÷èñëà 81, à ÷èñëî -3 íå ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì.

Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà 0 îáîçíà÷àåòñÿ òàê:
n
√
a (a ≥ 0); à íàçûâàåòñÿ ïîäêîðåííûì ÷èñëîì, à íàòóðàëüíîå ÷èñëî

n(n ≥ 2) - ïîêàçàòåëåì êîðíÿ.
Åñëè n=2, ïîêàçàòåëü êîðíÿ íå ïèøåòñÿ. Íàïðèìåð, âìåñòî 2

√
7, ïè-

øóò
√

7.
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Òåîðåìà.Èç ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà à≥0 ìîæíî èçâëå÷ü àðèô-
ìåòè÷åñêèé êîðåíü n-é ñòåïåíè è ïðèòîì òîëüêî îäèí.

Êîðåíü ÷¼òíîé ñòåïåíè èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò.
Êîðåíü íå÷¼òíîé ñòåïåíè èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà - ÷èñëî îòðèöà-
òåëüíîå. −b = − n

√
a, ò.å. (−b)n = (− n

√
a)
n

= − ( n
√
a)
n

= −a.
Ýòîò êîðåíü åäèíñòâåííûé è îáîçíà÷àåòñÿ òàê æå, êàê è àðèôìåòè-

÷åñêèé.
3
√
−64 = − 3

√
64 = −4; 5

√
−32 = − 5

√
32 = −2.

Êîðåíü íå÷¼òíîé n-é ñòåïåíè èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà à ñâÿçàí ñ
àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì èç ÷èñëà -à=|à| ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

n
√
a = − n

√
−a = − n

√
|a|, ãäå a<0, n-íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (n≥3).

Â äàëüíåéøåì çàïèñü âèäà n
√
a áóäåò îçíà÷àòü àðèôìåòè÷åñêèé êî-

ðåíü, êîãäà à≥0, èëè êîðåíü íå÷¼òíîé ñòåïåíè èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà,
êîãäà à<0.

Ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ:

1. Îñíîâíîå ñâîéñòâî àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ: âåëè÷èíà àðèôìåòè-
÷åñêîãî êîðíÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïîêàçàòåëü êîðíÿ óìíîæèòü íà ëþ-
áîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k è îäíîâðåìåííî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå âîç-
âåñòè â ñòåïåíü ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì k :

n
√
a =

nk
√
ak (a ≥ 0).
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2. Ïðè óìíîæåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ êîðíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçà-
òåëÿìè ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ ïåðåìíîæàþòñÿ, à ïîêàçàòåëü êîðíÿ
îñòà¼òñÿ ïðåæíèì: n

√
a · n
√
b = n
√
ab (a ≥ 0 , b ≥ 0).

3. Ïðè äåëåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ êîðíåé ñ îäèíàêîâûìè ïîêàçàòå-
ëÿìè ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ äåëÿòñÿ, à ïîêàçàòåëü êîðíÿ îñòà¼òñÿ
ïðåæíèì:

n
√
a

n
√
b

= n
√

a
b (a ≥ 0 , b > 0).

4. Ïðè âîçâåäåíèè àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ â ñòåïåíü ñ íàòóðàëü-
íûì ïîêàçàòåëåì âîçâîäèòñÿ â ýòó ñòåïåíü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå,
à ïîêàçàòåëü êîðíÿ îñòà¼òñÿ ïðåæíèì, ( n

√
a)
m

= n
√
am

(a ≥ 0m ≥ 2, n ≥ 2).
5. Ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ èç êîðíÿ ïåðåìíîæàþòñÿ ïîêàçàòåëè êîð-

íåé, à ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå îñòà¼òñÿ ïðåæíèì:
m
√

n
√
a = mn

√
a (a≥ 0; m,n - íàòóðàëüíûå ÷èñëà (m ≥ 2, n ≥ 2)).

6. Ñðàâíåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ êîðíåé îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ñâîé-
ñòâå: åñëè a>b>0, òî n

√
a > n
√
b, è îáðàòíî: åñëè n

√
a > n
√
b( a>0, b>0),

òî a>b.

Äîêàçàòü:
√

0, 1 < 3
√

0, 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì îñíîâíîå
ñâîéñòâî àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ è ïðèâåä¼ì êîðíè ê îáùåìó ïîêàçà-
òåëþ 6 (íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ïîêàçàòåëþ äàííûõ êîðíåé):√

0, 1 = 6
√

(0, 1)3; 3
√

0, 1 = 6
√

(0, 1)2. Òàê êàê (0, 1)3 < (0, 1)2, òî ïî
ñâîéñòâó ñðàâíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ êîðíåé ïîëó÷èì:

6
√

(0, 13) < 6

√
(0, 1)2 8; 8

√
0, 1 < 3

√
0, 1.
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Çàìå÷àíèå: Äëÿ êîðíÿ íå÷¼òíîé ñòåïåíè èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà: 2k+1

√
−a = − 2k+1

√
a (a ≥ 0).

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâà 2÷ 5 àðèô-
ìåòè÷åñêèõ êîðíåé ñïðàâåäëèâû òàêæå è äëÿ êîðíåé íå÷¼òíîé ñòåïåíè
èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà â ïðåîáðàçîâàíèÿõ ó÷àñòâóþò êàê àðèôìå-
òè÷åñêèå, òàê è êîðíè íå÷¼òíîé ñòåïåíè èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà, ýòè
ñâîéñòâà íåâåðíû.

Íàïðèìåð, äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ
√

2 · 3
√
−3 ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ 1. è 2.

ïðèâåä¼ò ê íåâåðíîìó ðåçóëüòàòó:
√

2 · 3
√
−3 =

6
√

23 · 6

√
(−3)2 = 6

√
72.

Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå:
√

2 · 3
√
−3 = −

(√
2 · 3
√

3
)

= −
(

6
√

23 · 6
√

32
)

=

= − 6
√

72.
Â ñëó÷àå àðèôìåòè÷åñêîãî êâàäðàòíîãî êîðíÿ áûëî äîêàçàíî, ÷òî√
a2 = |a| äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà à. Àíàëîãè÷íî:

n
√
an =

{
|a|, n ≥ 2;n = 2k,
a, n ≥ 3;n = 2k + 1.

Íàïðèìåð, 3
√
x3 = x;

4
√
x4 = |x| ; 6

√
x6 = |x| ; â ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

6
√
x3 =

√
3
√
x3 =

√
x, (x ≥ 0);

4
√
x2 =

√√
x2 =

√
|x|;

15
√
x3 =

5
√

3
√
x3 = 5

√
x .
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Ïðèìåð 1. Âíåñòè ìíîæèòåëü ïîä çíàê êîðíÿ â âûðàæåíèè: a 3

√
1 + 1

a3 .

Ðåøåíèå. Òàê êàê a =
3
√
a3, òî a 3

√
1 + 1

a3 =
3
√
a3 · 3

√
1 + 1

a3 =

= 3

√
a3
(
1 + 1

a3

)
= 3
√
a3 + 1.

Ïðèìåð 2. Âûíåñòè ìíîæèòåëü èç-ïîä çíàêà êîðíÿ â âûðàæåíèè:
6

√
1 + 1

a6 , ãäå à<0.

Ðåøåíèå.
6
√
a6 = |a| = −a, B. : . a < 0 , òî 6

√
1 + 1

a6 = 6

√
a6+1
a6 =

=
6
√
a6+1
6
√
a6

= −
6
√
a6+1
a .

Ïðèìåð 3. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ:
3

√
2
√

2 3
√

2.

Ðåøåíèå. 2 3
√

2 =
3
√

23 · 2 =
3
√

24;
√

2 3
√

2 =
√

3
√

24 =
6
√

24 =
3
√

22.

Îòñþäà:
3

√
2
√

2 3
√

2 =
3
√

2 · 3
√

22 =
3
√

3
√

25 =
9
√

25 = 9
√

32.

Ââåä¼ì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå ñòåïåíü ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè a>0 è x� ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâëåííîå
äðîáüþ m

n , ãäå m � öåëîå, è n≥2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî: ax = a
m
n = n
√
am;

åñëè à 6=0 è x>0, òî ax 6=0.
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Íàïðèìåð, a
2
5 =

5
√
a2 ïðè à≥0 ; b− 3

4 =
4
√
b−3 èëè b−

3
4 = 4

√
1
b3 = 1

4
√
b3

= 1

b
3
4

ïðè b>0.
Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äðîáè m

n íåîäíîçíà÷íî,
òàê êàê m·k

n·k = m
n ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k.

Ïîêàæåì, ÷òî: a
mk
nk = a

m
n . Â ñàìîì äåëå: a

mk
nk =

nk
√
amk = n

√
am = a

m
n

(èñïîëüçîâàíî îñíîâíîå ñâîéñòâî àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ).
Ñâîéñòâà ñòåïåíèñ öåëûì ïîêàçàòåëåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñòå-

ïåíü ñ ëþáûì ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì è ïîëîæèòåëüíûì îñíîâà-
íèåì, íàïðèìåð: ap·aq=ap+q (a>0).

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü: 8
1
3 · 8 1

3 − 16 : 16
3
4 +

(
9

1
7

) 7
2

.

Ðåøåíèå. 8
1
3 ·8 1

3 = 8
1
3+

1
3 = 8

2
3 =

3
√

82 = 3
√

64; 16 : 16
3
4 = 161−

3
4 = 16

1
4 =

= 4
√

16;(
9

1
7

) 7
2

= 9
1
7 ·

7
2 = 9

1
2 =
√

9. Îòñþäà: 3
√

64− 4
√

16 +
√

9 = 4− 2 + 3 = 5.

Ïðèìåð 2. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ: (0, 04)−1,5 · (0, 125)−
4
3 +

(
1

625

)− 1
4 .

Ðåøåíèå. (0, 04)−1,5 =
(

1
52

)− 3
2 =

(
5−2
)− 3

2 = 5
(−2)·3
(−2) = 53;

(0, 125)−
4
3 =

(
1

8

)− 4
3

=

(
1

23

)− 4
3

=
(
2−3
)− 4

3 = 24;



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 312 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

(
1
625

)− 1
4 =

(
1
54

)− 1
4 =

(
5−4
)− 1

4 = 5
−4
1 ·(

−1
4 ) = 5.

Îòñþäà: 53 · 24 + 5 = (5 · 2)3 · 2 + 5 = 2000 + 5 = 2005.

Ïðèìåð 3. (0,1)−1−(0,4)0

2 2
3 ·(

2
3)
−3

+(−3)
= 10−1

8
3 ·

27
8 −3

= 9
6 = 3

2 .

Ïðèìåð 4.
√

2654 = 26·
1
2 · 54· 12 = 23 · 52 = 8 · 25 = 200.

Ïðèìåð 5.
√
7√

7+
√
3

+
√
3√

7−
√
3

=
√
7(
√
7−
√
3)+
√
3(
√
7+
√
3)

(
√
7+
√
3)(
√
7−
√
3)

= 7−
√
7
√
3+
√
7
√
3+3

7−3 =

= 10
4 = 5

2 .

Ïðèìåð 6.
3
√√

52− 5
3
√√

52 + 5 = 3

√(√
52− 5

) (√
52 + 5

)
=

= 3
√

52− 25 = 3.

Ïðèìåð 7. Îñâîáîäèòüñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå äðîáè:

√
7−
√
13√

7+
√
13

=
√

7−
√
13

7+
√
13
· 7−

√
13

7−
√
13

=

√
(7−
√
13)

2

49−13 =
∣∣∣7−√136

∣∣∣ = 7−
√
13

6 .

Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y = ax (ãäå a > 0, a 6= 1), íàçûâàåòñÿ
ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé ñ îñíîâàíèåì a.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè:

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � ìíîæåñòâî R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

2. Îáëàñòü çíà÷åíèé � ìíîæåñòâî R+ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë.

3. Ïðè a > 1 ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé; ïðè

0 < a < 1 ôóíêöèÿ óáûâàåò íà ìíîæåñòâå R.

4. Ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x è y ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

axay = ax+y; ax

ay = ax−y;

(ab)x = axbx;
(
a
b

)x
= ax

bx ;

(ax)y = axy.

Ýòè ôîðìóëû íàçûâàþò îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ñòåïåíåé.

Ïðèìåð 8. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå
2
√
a2

4
√
a6a−1

4
√
a3

3
√
a2
− a0

6
√
a−1

Ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî n
√
am = a

m
n è ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà ñòåïåíåé,

ïîëó÷èì:
2
√
a2

4
√
a6a−1

4
√
a3

3
√
a2
− 6
√
a = a2·

1
3 a6·

1
4 ·

1
3 a−1·

1
4 ·

1
3

a3·
1
4 a2·

1
3 ·

1
4
− a 1

6 = a
2
3 a

1
2 a−

1
12

a
3
4 a

1
6
− a 1

6 =

= a
2
3+

1
2−

1
12−

3
4−

1
6 − a 1

6 = a
1
6 − a 1

6 = 0.
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Îòâåò: 0.

Ïðèìåð 9. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå (a
1
m−a 1

n )2+22a
m+n
mn

(a
2
m−a 2

n )(
m
√
am+1+

n
√
an+1)

.

Ðåøåíèå.Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà ñòåïåíåé âûïîëíèì ñëåäóþùèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ:

1) a
m+n
mn = a

m
mn+

n
nm = a

1
n+

1
m = a

1
n · a 1

m ;

2) m
√
am+1 +

n
√
an+1 = a

m+1
m + a

n+1
n = a

m
m+ 1

m + a
n
n+

1
n = a1+

1
m + a1+

1
n =

= a · a 1
m + a · a 1

n = a(a
1
m + a

1
n ).

Çàäàííîå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä

(a
1
m−a 1

n )2+4a
1
m a

1
n

(a
2
m−a 2

n )a(a
1
m+a

1
n )

= A

Ïîëàãàÿ a
1
m = x è a

1
n = y, çàïèøåì

A = (x−y)2+4xy
a(x2−y2)(x+y) .

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, ïîëó÷èì:

A = x2−2xy+y2+4xy
a(x2−y2)(x+y) = (x+y)2

a(x−y)(x+y)(x+y) = 1
a(x−y) .
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a
1
m = x è a

1
n = y, çàïèøåì: A = 1

a( m
√
a− n
√
a)
.

Îòâåò: 1
a( m
√
a− n
√
a)
.

Ïðèìåð 10. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 495,2

78,4

Ðåøåíèå. 495,2

78,4 = (7·7)5,2
78,4 = 75,2·75,2

78,4 = 75,2+5,2

78,4 = 710,4

78,4 = 710,4−8,4 = 72 = 49.

Îòâåò: 49

Ëîãàðèôìîì ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ a, ãäå a >0, a 6= 1, íàçûâàåòñÿ
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, â êîòîðóþ íàäî âîçâåñòè ÷èñëî a, ÷òîáû ïîëó÷èòü
b:

loga b = x⇔ ax = b ïðè a > 0, a 6= 1, b > 0.

Îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìà ìîæíî çàïèñàòü íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
aloga b = b, ãäå a > 0, a 6= 1, b > 0.
Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì òîæ-

äåñòâîì.
Ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ 10 íàçûâàåòñÿ äåñÿòè÷íûì ëîãàðèôìîì è

îáîçíà÷àåòñÿ lg b, ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ e (e = 2, 7...) íàçûâàåòñÿ íà-
òóðàëüíûì ëîãàðèôìîì è îáîçíà÷àåòñÿ ln b.
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Ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ:

Äëÿ âñåõ ñâîéñòâ ëîãàðèôìîâ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óñëî-
âèÿ:

1. loga a = 1 ïðè a > 0, a 6= 1;

2. loga 1 = 0 ïðè a > 0, a 6= 1;

3. loga(bc) = loga b+ loga c ïðè a > 0, a 6= 1, b > 0, c > 0;

4. loga
b
c = loga b− loga c ïðè a > 0, a 6= 1, b > 0, c > 0;

5. loga b
p = p loga b ïðè a > 0, a 6= 1, b > 0;

6. loga b = logc b
logc a

ïðè a > 0, a 6= 1, b > 0, c > 0, A 6= 0.

Ïîëåçíî òàêæå çíàòü è äðóãèå ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ:

7. loga b = 1
logb a

ïðè a > 0, a 6= 1, b > 0, b 6= 1;

8. logan b
m = m

n loga b ïðè a > 0, a 6= 1, b > 0;

9. logan b = 1
n loga b ïðè a > 0, a 6= 1, b > 0.

10. loga b
2 = 2 loga |b| ïðè a > 0, a 6= 1, b 6= 0;

11. loga(bc) = loga (−b) + loga (−c) ïðè a > 0, a 6= 1, b < 0, c < 0;

12. loga
b
c = loga (−b)− loga (−c) ïðè a > 0, a 6= 1, b < 0, c < 0.
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13. alogb c = clogb aïðè a > 0, b > 0, b 6= 0, c > 0.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå log2
1

0,125 .

Ðåøåíèå.

log2
1

0,125 = log2(0, 5)−3 = log2

(
1
2

)−3
= log2 23 = 3 log2 2 = 3.

Îòâåò: log2
1

0,125 = 3.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå lg 0, 1 3
√

100.

Ðåøåíèå. lg 0, 1 3
√

100 = lg(10−1 · 10
2
3 ) = lg 10−

1
3 = −1

3 lg 10 = −1
3 .

Îòâåò: lg 0, 1 3
√

100 = −1
3 .

Ïðèìåð 3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log2 6 + log2 102
3 .

Ðåøåíèå. log2 6 + log2 102
3 = log2 6 + log2

32
3 = log2

6·32
3 = log2 64 = 6.

Îòâåò: log2 6 + log2 102
3 = 6.

Ïðèìåð 4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log0,2 75− log0,2 3.
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Ðåøåíèå. log0,2 75− log0,2 3 = log0,2(75 : 3) = log0,2 25 =

= log 1
5

(
1
5

)−2
= −2.

Îòâåò: log0,2 75− log0,2 3 = −2.

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòå
(√

13
)log13 0,04 .

Ðåøåíèå.
(√

13
)log13 0,04 = 13

1
2 log13 0,04 = 13log13 0,04

1
2 =

= 0, 04
1
2 =
√

0, 04 = 0, 2.

Îòâåò:
√

13
log13 0,04 = 0, 2.

Ïðèìåð 6. Âû÷èñëèòå 10
2− 1

log4 10 .

Ðåøåíèå. Ò. ê. âûðàæåíèå 1
log4 10

= log4 4
log4 10

= lg 4, òî ðåøåíèå ïðèíè-
ìàåò âèä:

10
2− 1

log4 10 =
100

10lg 4
=

100

4
= 25.

Îòâåò: 25

Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèòå log9 27.
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Ðåøåíèå. log9 27 = log3 27
log3 9

= log3 3
3

log3 3
2 = 3 log3 3

2 log3 3
= 3

2 .

Îòâåò: log9 27 = 1, 5.

Ïðèìåð 8. Èçâåñòíî, ÷òî log5 2 = a. Íàéäèòå log2 80.

Ðåøåíèå. log2 80 = log2(16 · 5) = log2 16 + log2 5 = 4 + log5 5
log5 2

=

= 4 + 1
log5 2

= 4 + 1
a = 4a+1

a .

Îòâåò: log2 8 = 4a+1
a .

Ïðèìåð 9. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ − log8 log2
8
√

4
√

4.

Ðåøåíèå. − log8 log2
8
√

4
√

4 = − log8 log2
32
√

22 =

= − log8 log2 2
1
16 = − log8

1
16 = − log8 16−1 = log8 16 = log2 16

log2 8
= 4

3 .

Îòâåò: − log8 log2
8
√

4
√

4 = 4
3 .

Ïðèìåð 10. Íàéäèòå lg 45, åñëè lg 3 = a, lg 2 = b.

Ðåøåíèå. lg 45 = lg(9 · 5) = lg 9 + lg 5 = lg 32 + lg 10
2 =

= 2 lg 3 + lg 10− lg 2 = 2a+ 1− b.



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 320 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Îòâåò: lg 45 = 2a+ 1− b.

Ïðèìåð 11. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ:

1)y
√
2 · y1,3 :

3

√
y3
√
2;

2)

√
(xπ − yπ)2 −

(
4

1
πxy
)π

;

3) log3 2 · log4 3 · log5 4 · . . . · log10 9.

Ðåøåíèå:

1)y
√
2 · y1,3 :

3

√
y3
√
2 =

y
√
2 · y1,3

y
3
√
2

3

=
y
√
2 · y1,3

y
√
2

= y1,3;

2)

√
(xπ − yπ)2 −

(
4

1
πxy
)π

=
√
x2π + 2xπyπ + y2π − 4xπyπ =

=
√
x2π − 2xπyπ + y2π =

√
(xπ − yπ)2 = |xπ − yπ| ;

3) log3 2 · log4 3 · log5 4 · . . . · log10 9 =
log4 2

log4 3
· log4 3 · . . . · log10 8

log10 9
· log10 9 =

= log4 2·log6 4·log8 6·log10 8 =
log6 2

log6 4
·log6 4· log10 6

log10 8
·log10 8 = log6 2·log10 6 =
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=
log10 2

log10 6
· log10 6 = log10 2 = lg 2

Îòâåò: y1,3; |xπ − yπ|; lg 2.

Ïðèìåð 12. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

1) lg 8+lg 18
2 lg 2+lg 3 ;

2) 2 log0,3 3− 2 log0,3 10;

3) 3 lg 2+3 lg 5
lg 13−lg 130 ;

4) (2 log12 2 + log12 3) (2 log12 6− log12 3) .

Ðåøåíèå:

1) lg 8+lg 18
2 lg 2+lg 3 = lg(8·18)

lg(22·3) = lg 144
lg 12 = lg 122

lg 12 = 2 lg 12
lg 12 = 2;

2) 2 log0,3 3− 2 log0,3 10 = 2
(
log0,3 3− log0,3 10

)
=

= 2 log0,3
3
10 = 2 log0,3 0, 3 = 2;

3) 3 lg 2+3 lg 5
lg 13−lg 130 = 3(lg 2+lg 5)

−(lg 130−lg 13) = −3 lg(2·5)
lg 130

13

= −3 lg 10
lg 10 = −3;

4) (2 log12 2 + log12 3) (2 log12 6− log12 3) =

= (2 log12 2 + log12 3)(2 log12 2 + 2 log12 3− log12 3) =
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= (2 log12 2 + log12 3)(2 log12 2 + log12 3) =

= (2 log12 2 + log12 3)2 =
(
log12 22 + log12 3

)2
= (log12(4 · 3))2 =

= log2
12 12 = 1.

Îòâåò: 2; 2; −3; 1.

Ïðèìåð 13. Ïðîëîãàðèôìèðóéòå ïî îñíîâàíèþ a âûðàæåíèå:

1) 25b3
4
√
c7 ïðè a = 5;

2) 0,0016b4

c
7
√
c2

ïðè a = 0, 2, b > 0, c > 0.

Ðåøåíèå:

1) log5

(
25b3

4
√
c7
)

= log5

(
52b3

4
√
c7
)

= log5 52 + log5

(
b3

4
√
c7
)

=

= 2 log5 5 + log5

(
b3

4
√
c7
)

= 2 + log5 b
3 + log5

4
√
c7 =

= 2 + 3 log5 b+ 7
4 log5 c;

2) log0,2
0,0016b4

c
7
√
c2

= log0,2

(
0, 0016b4

)
− log0,2

(
c

7
√
c2
)

=

= log0,2 0, 24 + log0,2 b
4 − log0,2 c

9
7 = 4 + 4 log0,2 b− 9

7 log0,2 c.

Îòâåò: 2 + 3 log5 b+ 7
4 log5 c ; 4 + 4 log0,2 b− 9

7 log0,2 c.
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Ïðèìåð 14. Èçâåñòíî, ÷òî log2(
√

3 + 1) + log2(
√

6 − 2) = A. Íàéòè
log2

(√
3− 1

)
+ log2

(√
6 + 2

)
.

Ðåøåíèå: log2

(√
3− 1

)
+ log2

(√
6 + 2

)
= log2

(
√
3−1)(

√
3+1)√

3+1
+

+ log2
(
√
6+2)(

√
6−2)√

6−2 = log2
3−1√
3+1

+ log2
6−4√
6−2 =

= log2
2√
3+1

+log2
2√
6−2 = log2 2−log2

(√
3 + 1

)
+log2 2−log2

(√
6− 2

)
=

= 1− log2

(√
3 + 1

)
+ 1− log2

(√
6− 2

)
= 2−

(
log2

(√
3 + 1

)
+

+ log2

(√
6− 2

)
= 2− A.

Îòâåò: 2− A.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 15
Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ñòåïåíü ñ íàòóðàëüíûì, öåëûì, ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëÿìè.

2. Îïðåäåëåíèå ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì.

3. Äåéñòâèÿ ñî ñòåïåíÿìè.

4. Ñâîéñòâà ñòåïåíåé.

5. Îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìà.

6. Äåñÿòè÷íûå è íàòóðàëüíûå ëîãàðèôìû.

7. Îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî.

8. Ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ.

9. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ
âûðàæåíèé.

10. Âû÷èñëèòå:

1) 3,20 + 641/6 � 0,23 ·0,2−2 � 53 : 5;
2) 271/3 � 4,80 � 1,53 �1,5−2 + 22 : 2−3;

3) 52 : 5−1 + (
√

3)0 - 42 · 4−3 � 272/3.
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11. Óïðîñòèòå èððàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ:

1) 1√
3+
√
5

+ 1√
5−
√
3
− 3

√
2,5−

√
1,5√

2
;

2)
√

10 +
√

24 +
√

40 +
√

60;

3)
√√

6 + 2
√

3 + 2
√

2 + 4, 5;

4)
(
2−
√

3
)√

7 + 4
√

3 +
(
2−
√

5
)√

9 + 4
√

5;

5)
( 4
√
a+ 4
√
b)

2
+( 4
√
a− 4
√
b)

2

2(a−b) : 1√
a3−
√
b3
− 3
√
ab.

12. Âû÷èñëèòå
(

3, 4 · 3
√

25
√

5 + 1, 6 ·
√

5 3
√

25
)− 6

11

.

13. Âû÷èñëèòå log0,2 125
√

5.

14. Âû÷èñëèòå log7 125
log7 5

.

15. Íàéäèòå log3 14, åñëè log3 7 = a, log3 2 = b.

16. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

1) log0,5 log25 5− 9
1

log5 3 .

2) lg(0, 0001mn), åñëè lgm = 4, lg n = 5.

3)
3

√
36

1
log9 6 − 7log49 289.

4) logm
7
√
m2n, åñëè logm n = 12.
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17. Íàéòè çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ âûðàæåíèé:

à) 3
√

2· 3
√

4; á) 3
√

4· 3
√

16; â) 4
√

100· 4
√

100; ã) 16
1
4 ; ä) 64

1
6 ; å) 3−2 · 81

1
4 ;

æ)8
2
3 · 27

1
3 ; ç) 64

2
3 · 4 1

2 .

18. Óïðîñòèòå:

1) 5

√
55

à−3
· 5
√
à2;

2) 8 3
√
à4:(2 3
√
à7).

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Óïðîñòèòå èððàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ:

1)

√
√

3−
√

2
√

7− 4
√

3;

2)
(

2√
7+
√
5

+ 3√
5−
√
2

)−2
·
(
1 +
√

3, 5
)2

;

3)
(
3− 2

√
2
)√

17 + 2
√

2 +
(√

3− 2
)√

7 + 4
√

3;

4)
(√

3− 2
)
· 3
√

15
√

3 + 26;

5)
(
1−
√

2
)
· 3
√

7 + 5
√

2;

6) 6
√

7 + 4
√

3 · 3
√

2−
√

3;

7)
√

4− 2
√

2 · 4
√

6 + 4
√

2.
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2. Âû÷èñëèòå:

1) log24 8 + log24 6 + log24 12.

2) log2 200− 4 log2

√
5.

3)
log1,3 32

log1,3 512
.

4) log6

√
72− log 1

6
36 + log36

1
2 .

3. Èçâåñòíî, ÷òî lg x = 3, lg y = 2. Íàéäèòå lg 0, 1x2y.

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

1) log2 sin π
8 + log2 cos π

8 + 1.

2) log0,1 log3
4
√

5
√

9.

3) log5(0, 2xy), åñëè log5 x = 3, log5 y = 5.

5. Âû÷èñëèòå:

1) 31−2
√
3 · 91+

√
3;

2) (3
5
√
8)

5
√
4 ;

3) 5log
√
5 4−log5 2+2 log25 3;

4) 15 log 1
7
( 5
√

7 · 1
49 · 5

log√5
3
√
49);

5) lg tg1◦ · lg tg2◦ · lg tg3◦ · . . . · lg tg88◦ · lg tg89◦.
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6. Óïðîñòèòå:

1) 3
√
õ2: 9
√
õ3;

2)
√

4õ5 ·
√

25ó8;

3) 6log6 15 log5 0, 2.
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Ïîêàçàòåëüíûå è ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà

1. Ïðèåìû ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé è
íåðàâåíñòâ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

2. Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèé ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

Ïîêàçàòåëüíûì íàçûâàåòñÿ cóðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå
òîëüêî â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

Ïðîñòåéøåå ïîêàçàòåëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

ax = b, a > 0, a 6= 1.

Ïðè b < 0 è b = 0 ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïðè b > 0
èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè è òåîðåìó î êîðíå, óðàâíåíèå èìååò
åäèíñòâåííûé êîðåíü. Äëÿ òîãî, ÷òîáû åãî íàéòè, íàäî b ïðåäñòàâèòü
â âèäå b = ac, ax = bc x = c èëè x = loga b. Óêàæåì íåñêîëüêî òèïîâ
ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ìåòîäàìè ýëå-
ìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè.

1. af(x) = b, (a > 0, a 6= 1) çàìåíîé f(x)=t ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
ax = b, a > 0, a 6= 1.
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2. af(x) = ag(x), (a > 0, a 6= 1) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ f(x)=g(x);

3. af(x) = bg(x), (a > 0, a 6= 1, b > 0, b 6= 1) ëîãàðèôìèðîâàíèåì
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó f(x) logc a = g(x) logc b.

4. F
(
af(x)

)
= 0 çàìåíîé af(x) = t, t > 0 ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

F(t)=0, à çàòåì ê ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé: af(x) = t1,

a
f(x)

= t2, . . . , a
f(x) = tn, ãäå t1, t2, ..., tn åãî êîðíè.

5. Aa2f(x) + Baf(x) + C = 0, ãäå A, B, C � ïîñòîÿííûå, à f(x)� çà-
äàííàÿ ôóíêöèÿ. Çàìåíîé t=af (x)ïðèâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâ-
íåíèþ At2 +Bt+ C = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå ìå-
òîäû:

1) ìåòîä ïðèâåäåíèÿ ê îäíîìó îñíîâàíèþ af(x) = ag(x) ⇔ f(x) = g(x).;

2) ìåòîä îöåíêè;

3) ãðàôè÷åñêèé ìåòîä;

4) ìåòîä ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ;

5) ìåòîä ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè;

6) ïîêàçàòåëüíî � ñòåïåííûå óðàâíåíèÿ;
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Ìåòîä ïðèâåäåíèÿ ê îäíîìó îñíîâàíèþ

Ñïîñîá îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ñâîéñòâå ñòåïåíåé: åñëè ðàâíû äâå ñòå-
ïåíè è ðàâíû èõ îñíîâàíèÿ, òî ðàâíû è èõ ïîêàçàòåëè, ò.å. óðàâíåíèå
íàäî ïîïûòàòüñÿ ñâåñòè ê âèäó

af(x) = ag(x) ⇔ f(x) = g(x).

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3x = 81.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â âèäå 81 = 34 è çà-
ïèøåì óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó: 3x = 34; x = 4.

Îòâåò: 4.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
(
3
7

)3x+1
=
(
7
3

)5x−3
Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â âèäå

(
3
7

)3−5x
è ïå-

ðåéäåì ê óðàâíåíèþ äëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé 3x+ 1 = 3− 5x;
8x = 4;x = 0, 5.

Îòâåò: 0,5.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 5x
2−3x+2 = 1
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Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ â âèäå
1 = 50 è ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ äëÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé x2−3x+2 = 0,
îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ x = 1 è x = 2.

Îòâåò: 1 è 2.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå 0,2x+0,5
√
5

= 004x

25

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà 0,2 , 0,04 ,
√

5 è 25 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñòåïåíè ÷èñëà 5. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì è ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(5−1)
x+0,5

50,5 =
(5−2)

x

52 ,

îòêóäà

5−x−1 =5−2x−2 ⇔ −x− 1 = −2x− 2,

èç êîòîðîãî íàõîäèì ðåøåíèå x = −1.

Îòâåò: -1.

Ïðèìåð 5. 3x = 5.
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Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ëîãàðèôìà x = log35.

Îòâåò: log35.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 62x+4 = 33x ·2x+8.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå
32x+4·22x+4 = 32x·2x+8, ò.å. 22x+4

2x+8 = 33x

32x+4 , äàëåå 22x+4−x−8 = 33x−2x−4, ò.å.
2x−4 = 3x−4. (Óæå ÿñíî, ÷òî x = 4). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå, ðàçäåëèâ íà
3x−4 6= 0. 2x−4

3x−4 = 1, ò.å. 5
(
2
3

)x−4
=
(
2
3

)0
. Îòñþäà x− 4 = 0, x = 4.

Îòâåò: 4.

Ïðèìåð 7. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2·3x+1 − 6·3x−2 − 3x= 9.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñòåïåíåé, çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå
6·3x − 2·3x − 3x = 9 äàëåå 3·3x = 9, 3x+1 = 32 , ò.å. x+ 1 = 2, x = 1.

Îòâåò: 1.
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Ìåòîä îöåíêè

Òåîðåìà î êîðíå: åñëè ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà ïðîìå-
æóòêå I, ÷èñëî à �ëþáîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåìîå f íà ýòîì ïðîìåæóòêå,
òîãäà óðàâíåíèå f(x) = à èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü íà ïðîìåæóòêå I.

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ìåòîäîì îöåíêè èñïîëüçóåòñÿ ýòà òåîðåìà è
ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 4x = 5− x.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 4x + x = 5.

1) åñëè x = 1, òî 41+1 = 5 , 5 = 5 âåðíî, çíà÷èò 1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ.

2) äîêàæåì, ÷òî îí åäèíñòâåííûé.

Ôóíêöèÿ f(x) = 4x � âîçðàñòàåò íà R, è g(x) = x �âîçðàñòàåò íà
R ⇒ h(x) = f(x) + g(x) âîçðàñòàåò íà R, êàê ñóììà âîçðàñòàþùèõ
ôóíêöèé, çíà÷èò x = 1 � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ 4x = 5− x.

Îòâåò: 1.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
(
1
2

)x
= x+ 3.
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Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå
(
1
2

)x − x = 3.

1) åñëè x = −1, òî
(
1
2

)−1 − (−1) = 3, 3 = 3-âåðíî, çíà÷èò

x = −1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ.

2) äîêàæåì, ÷òî îí åäèíñòâåííûé. Ôóíêöèÿ f(x) =
(
1
2

)x
- óáûâàåò íà

R, è g(x) = -x � óáûâàåò íà R(x) = f(x) + g(x) � óáûâàåò íà R, êàê
ñóììà óáûâàþùèõ ôóíêöèé. Çíà÷èò ïî òåîðåìå î êîðíå, x = −1 �
åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: -1.

Ìåòîä ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3 · 52x−1 − 2 · 5x−1 = 0, 2.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå èíà÷å: 3·(5x)2
5 − 2 · 5x5 = 0, 2

Îáîçíà÷èì 5x = t > 0, òîãäà 3
5 · t

2− 2
5 · t = 1

5 , ò.å. 3t
2 � 2t � 1 =0, îòñþäà

t1= 1, t2 = −1
3-íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ t > 0.

Èòàê, 5x = 1 = 50 ⇔ x = 0 .

Îòâåò: 0.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2x+
√
x2−4 − 5 ·

(√
2
)x−2+√x2−4 − 6 = 0.
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Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå èíà÷å:

2x+
√
x2−4 − 5 · (

√
2)
x+
√
x2−4

(
√
2)

2 − 6 = 0.

Îáîçíà÷èì
(√

2
)x+√x2−4

= t > 0, òîãäà t2 − 5
2t− 6 = 0, ò.å. t1 = 4,

t2 = −3
2 < 0 - íå ïîäõîäèò.

t = 4⇒
(√

2
)x+√x2−4

= 4, ò.å. 2
x+
√
x2−4
2 = 22.

Îòñþäà x+
√
x2−4
2 = 2, ò.å.

√
x2 − 4 = 4−x - èððàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå.

Îòìå÷àåì, ÷òî{
x2 − 4 = (4− x)2

4− x ≥ 0
ò.å.

{
x2 − 4 = 16− 8x+ x2

x ≤ 4
.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ x = 2, 5 ≤ 4, çíà÷èò 2,5 � êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ.

Îòâåò: 2,5.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 52x
2−1 − 3 · 5(x+1)(x+2) − 2 · 56(x+1) = 0.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå
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52x
2−1 − 3 · 5x2+3x+2 − 2 · 56x+6 = 0

è ðàçäåëèì åãî îáå ÷àñòè íà 56x+6 6= 0. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

52x
2−1−6x−6 − 3 · 5x2+3x+2−6x−6 − 2 = 0;

52x
2−6x−7 − 3 · 5x2−3x−4 − 2 = 0.

2x2 − 6x− 7 = 2x2 − 6x− 8 + 1 = 2(x2 − 3x− 4) + 1, ò.å
52(x

2−3x−4)+1 − 3 · 5x2−3x−4 − 2 = 0.
Çàìåíèì

5x
2−3x−4 = t > 0;

5t2 − 3t− 2 = 0.

Êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ −t1 = 1 è t2 < 0,
ò.å. 5x

2−3x−4 = 1 = 50,
x2 − 3x− 4 = 0
x1 = −1, x2 = 4.

Îòâåò: -1, 4.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3 · 16x − 5 · 36x + 2 · 81x = 0.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 3 · 42x− 5 · 4x · 9x + 2 · 92x = 0
è çàìåòèì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè.
Ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà 42x, ïîëó÷èì 3− 5 ·

(
9
4

)x
+ 2 ·

(
9
4

)2x
= 0,
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Çàìåíèì
(
9
4

)x
= t > 0 2t2 � 5t +3 = 0 , ãäå t1 = 1, t2 = 3

2 .(
9
4

)x
= 1 =

(
9
4

)0 ⇔ x = 0,(
9
4

)x
= 3

2 ,
(
3
2

)2x
= 3

2 ⇔ 2x = 1, x = 0, 5.

Îòâåò: 0; 0,5.

Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 5x+1- 5x−1= 24.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 5 · 5x − 1
5 · 5

x = 24

Òåïåðü â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âûíåñåì çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü
5x.

Ïîëó÷èì

5x ·
(
5− 1

5

)
= 5x · 245 = 24 5x = 5⇔ x = 1. .

Îòâåò: 1.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 6x + 6x+1 = 2x + 2x+1+ 2x+2.

Ðåøåíèå. Âûíåñåì çà ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ 6x, à â ïðàâîé
÷àñòè � 2x. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå 6x(1+6) = 2x(1+2+4) 6x = 2x.
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Òàê êàê 2x > 0 ïðè âñåõ x, ìîæíî îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàçäå-
ëèòü íà 2x, íå îïàñàÿñü ïðè ýòîì ïîòåðè ðåøåíèé. Ïîëó÷èì 3x = 1 x = 0.

Îòâåò: 0.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 9x − 8 · 3x − 9 = 0.

Ðåøåíèå. Ðåøèì óðàâíåíèå ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.
Âûäåëèì êâàäðàò äâó÷ëåíà

32x − 2 · 3x · 4 + 16− 25 = 0;
(3x − 4)2 − 25 = 0;

(3x − 4− 5) (3x − 4 + 5) = 0⇔
[

3x − 9 = 0
3x + 1 = 0

⇔
[

3x = 9
3x = −1 < 0

⇔

⇔ 3x = 32 ⇔ x = 2.

Îòâåò: 2.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 · 3x−1 + x (3x − 2x) = 2
(
2x − 3x−1

)
.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ÷ëåíû óðàâíåíèÿ è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàå-
ìûå
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x2 · 3x−1 + 3x · 3x−1 − 2x · x = 2 · 2x − 2 · 3x−1;
3x−1

(
x2 + 3x+ 2

)
− 2x (x+ 2) = 0;

3x−1 (x+ 2) (x+ 1)− 2x (x+ 2) = 0;

(x+ 2)
(
3x−1 (x+ 1)− 2x

)
= 0⇔

[
x+ 2 = 0
3x−1 (x+ 1)− 2x = 0

⇔

⇔
[
x = −2

x+ 1 = 3 ·
(
2
3

)x
x = −2 � êîðåíü óðàâíåíèÿ.
Óðàâíåíèå x+ 1 = 3 ·

(
2
3

)x
ìîæíî ðåøèòü ëèáî ìåòîäîì îöåíêè, ëèáî

ãðàôè÷åñêè.
x = 1 � âòîðîé êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: 1; -2.

Ïîêàçàòåëüíî � ñòåïåííûå óðàâíåíèÿ

Ýòî óðàâíåíèÿ âèäà (f(x))g(x) = (f(x))h(x).

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî f(x) > 0 è f(x) 6= 1, òî óðàâíåíèå, êàê è ïîêàçà-
òåëüíîå, ðåøàåòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì ïîêàçàòåëåé g(x) = f(x).

Åñëè óñëîâèåì íå èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü f(x) = 0 è f(x) = 1,
òî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü è ýòè ñëó÷àè ïðè ðåøåíèè ïîêàçàòåëüíî �
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ñòåïåííîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå xx+1 = xx
2−1.

Ðåøåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ðàññìîòðåòü
÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1) x+ 1 = x2 � 1 ( ïîêàçàòåëè ðàâíû);

2) x = 1 (îñíîâàíèå ðàâíî åäèíèöå);

3) x = 0 (îñíîâàíèå ðàâíî íóëþ);

4) x = −1 (îñíîâàíèå ðàâíî -1).

Ðåøèì ïåðâîå óðàâíåíèå: x2 − x− 2 = 0, x = 2, x = −1.
Ïðîâåðêà:
x1 = 2 ⇒ 23 = 23 � âåðíî;
x2 = −1 ⇒ (−1)0 =(-1)0 � âåðíî;
x3 = 1 ⇒ 12 = 10 � âåðíî;
x4 = 0 ⇒ 01 = 0(−1) � íå èìååò ñìûñëà.
Îòâåò: -1; 1; 2.
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Óðàâíåíèå âèäà f(x)g(x) = 1

f(x)g(x) = 1 ⇔


{
f(x) = 1,
g(x)èìååò ñìûñë,{
g(x) = 0,
f(x) > 0.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x+ 3)x
2+2x−8 = 1.

Ðåøåíèå. (x+ 3)x
2+2x−8 = 1⇔

 x+ 3 = 1,{
x2 + 2x− 8 = 0,
x+ 3 > 0.

⇔

⇔

 x = −2,{
x = −4, .x = 2
x > −3,

⇔
[
x = −2,
x = 2.

Îòâåò: -2; 2.

Ëîãàðèôìè÷åñêèì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíûå
ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà èëè â îñíîâàíèè ëîãàðèôìà.

Ïðîñòåéøåå ëîãàðèôìè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

loga x = b, ãäå a>0, a 6=1, b∈ R, x>0.

Îáùåãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå ñóùåñòâóåò,
íî ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñëó÷àåâ.
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1. loga x = b⇔ x = ab.

2. loga f(x) = loga g(x) (a > 0, a 6= 0) ïîòåíöèðîâàíèåì ïðèâîäèòüñÿ
ê óðàâíåíèþ f(x)=g(x). Êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ áóäóò êîðíÿìè
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:
f(x)>0, g(x)>0.

3. F(logaf(x))=0 çàìåíîé logax=t ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ F(t)=0, à
çàòåì ê ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé:

loga x = t1; loga x = t2; . . . loga x = tn

ãäå t1, t2, . . . tn åãî êîðíè.

4. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè îñíîâàíèÿìè ïðèâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ
îäíèì îñíîâàíèåì.

5. Ïîêàçàòåëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ f(x)loga f(x) = b.

Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèì, åñëè íåèç-
âåñòíîå âõîäèò â îñíîâàíèå è ïîä çíàê ëîãàðèôìà â ñòåïåíè.

Êàê ïðàâèëî, ïîêàçàòåëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëîãàðèôìè-
ðîâàíèåì ïðèâîäÿòñÿ ê ëîãàðèôìè÷åñêèì.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå
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log3(5x− 2)− 2 log3

√
3x+ 1 = 1− log3 4.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ:

{
5x− 2 > 0
3x+ 1 > 0

⇒
{
x > 2

5

x > −1
3

⇒ x > 2
5 .

log3(5x− 2)− 2 log3

√
3x+ 1 = 1− log3 4⇒ log3(5x− 2)−

− log3(3x+ 1) + log3 4 = 1;

log3
(5x−2)·4
3x+1 = 1⇒ (5x−2)·4

3x+1 = 31 ⇒ 4 · (5x− 2) = 9x+ 3⇒
⇒ 20x− 8 = 9x+ 3⇒ 11x = 11⇒ x = 1.

Îòâåò: x = 1.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 3 logx 4 + 2 log4x 4 + 3 log16x 4 = 0.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x > 0, x 6= 1, x 6= 1
4 , x 6=

1
16 .

Ïåðåéä¼ì ê îñíîâàíèþ 4, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ïåðåõîäà ê äðó-
ãîìó îñíîâàíèþ: loga x = logb x

logb a
.

3
log4 x

+ 2
log4 4x

+ 3
log4 16x

= 0⇒ 3
log4 x

+ 2
log4 4+log4 x

+ 3
log4 16+log4 x

= 0⇒

3

log4 x
+

2

1 + log4 x
+

3

log4 42 + log4 x
= 0.

Çàìåíà log4x=t.
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3
t + 2

1+t + 3
2+t = 0⇒ 3(1 + t)(2 + t) + 2t(2 + t) + 3t(1 + t) = 0⇒

⇒3t2+9t+6+4t+2t2+3t+3t2 = 0⇒8t2+16t+6 = 0⇒ 4t2+8t+3 = 0.

t1,2 = −4±
√
16−12
4 = −4±2

2 ⇒
[
t1 = −1

2 ,

t2 = −3
2

⇒
[

log4 x = −1
2 ,

log4 x = −3
2

⇒

⇒
[
x1 = 4−

1
2 = 1

2 ,

x2 = 4−
3
2 = 1

8 .

Îòâåò: x1 = 1
2 ; x2 = 1

8 .

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå log2
2(x− 1)2 − log 1

2
(x− 1) = 5.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x− 1 > 0⇒ x > 1.
log2

2(x− 1)2 − log 1
2
(x− 1) = 5⇒

(
log2(x− 1)2

)2
+ log2(x− 1) = 5,

ãäå log 1
2
(x− 1) = − log2(x− 1).

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 4 log2
2(x− 1) + log2(x− 1) = 5.

Çàìåíà log2(x− 1) = t.

4t2 + t− 5 = 0⇒ t1,2 = −1±
√
1+4·4·5
8 = −1±9

8 ⇒

⇒
[
t1 = 1,
t2 = −5

4 .
⇒
[

log2(x− 1) = 1,
log2(x− 1) = −5

4 .
⇒ x− 1 = 2,

x− 1 = 2−
5
4
⇒

⇒ x1 = 3, x2 = 1 + 1
2 4
√
2

Îòâåò: x1 = 3, x2 = 1 + 1
2 4
√
2
.
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Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå logπ log3 log2 x = 0.

Ðåøåíèå. Íàéäåì íåêîòîðûé ðåçóëüòàò. Çàòåì âûïîëíèì ïðîâåðêó.
Ïîèñê ÎÄÇ â ýòîì ñëó÷àå òðóäîåìêèé.

log3 log2 x = π0(= 1)⇒ log2 x = 31 ⇒ x = 23 ⇒ x = 8

Ïðîâåðêà: logπ log3 log2 8 = logπ log3 3 = logπ 1 = 0.

Îòâåò: x=8.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå lg
√

5x− 4 + lg
√
x+ 1 = 2 + lg 0, 18.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ:

{
5x− 4 > 0
x+ 1 > 0

⇒ x > 4
5 . Âûïîëíèì ïîòåíöèðîâàíèå:

lg
√

(5x− 4) (x+ 1) = lg
(
102 · 0, 18

)
⇒
√

5x2 + x− 4 = 18.

Îòêóäà 5x2 + x− 328 = 0⇒ x1 6= −8, 2;x2 = 8.
Îòâåò: õ = 8.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå

lg(3
√
4x+1 − 24−

√
4x+1)− 2 = 1

4 · lg 16− 2 lg 2
√
x+0,25.

Ðåøåíèå. Çàìåíèì îòûñêàíèå ÎÄÇ ïðîâåðêîé ïîëó÷åííîãî ðåçóëü-
òàòà.
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lg
(

3
√
4x+1 − 24−

√
4x+1

)
+ lg

(
2
√
x+ 1

4

)2
= lg 100 + lg 2⇒

⇒
(

3
√
4x+1 − 24−

√
4x+
)
· 2
√
4x+1 = 200⇒

⇒ 6
√
4x+1 = 216⇒

√
4x+ 1 = 3⇒ 4x+ 1 = 9⇒ x = 2.

Ïðîâåðêà: lg
(

3
√
4·2+1 − 24−

√
4·2+1

)
− 2 = 1

4 lg 24 − 2 lg 2
√
2+0,25 ⇒

⇒ lg(33 − 21)− 2 lg 10 = lg 2− lg 23

lg 25− lg 100 = lg 2− lg 8⇒ 25
100 = 2

8 ⇒
1
4 = 1

4 .

Îòâåò: x = 2.

Ïðèìåð 7.Ðåøèòü óðàâíåíèå lg(2x + x− 13) = x− x lg 5.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: 2x + x− 13 > 0⇔ 2x > 13− x.
Èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå:

lg(2x + x− 13) = x(lg 10− lg 5)⇒ lg(2x + x− 13) = x lg 2⇒
⇒ lg(2x + x− 13) = lg 2x

2x + x− 13 = 2x ⇒ x = 13

Óáåæäàåìñÿ, ÷òî x = 13 ∈ ÎÄÇ, ò.ê. 213 > 0.

Îòâåò: õ = 13.
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Ïðèìåð 8. Ðåøèòü óðàâíåíèå

4 log3(2− 3x) + 3 log√3
√

2− 5x+ 2 log 3
√
3

3
√

2− 5x = 9 log 4
√
3

4
√

5− 4x.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: 2− 5x > 0⇒ x < 2
5 .

Ïîñêîëüêó logan b = 1
n loga b, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

4 log3(2− 5x) + 3 log3(2− 5x) + 2 log3(2− 5x) = 9 log3(5− 4x)⇒
⇒ log3(2− 5x) = log3(5− 4x)⇒ 2− 5x = 5− 4x⇒ x = −3.

Îòâåò: x = −3

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü óðàâíåíèå 3 log2
3(x− 1) + 5 log3(x− 1)− 2 = 0.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x− 1 > 0⇒ x > 1.

Ïóñòü log3(x − 1) = y, òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 3y2 + 5y − 2 = 0,
îòêóäà

y1 = −2, y2 = 1
3 è x− 1 = 1

9 , x1 = 11
9 ; log3(x− 1) = 1

3 ;

x− 1 = 3
√

3; x2 = 1 + 3
√

3.

Îòâåò: 11
9 ; 1 + 3

√
3.

Ïðèìåð 10. Ðåøèòü óðàâíåíèå lg(2x− 3)2 + lg(2− x)2 = 2.
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Ðåøåíèå. ÎÄÇ:

{
2x− 3 6= 0,
2− x 6= 0.

⇔
{
x 6= 3

2 ,

x 6= 2.

lg(2x− 3)2 + lg(2− x)2 = 2⇔ 2 lg |2x− 3|+ 2 lg |2− x| = 2⇔
⇔ lg |(2x− 3)(2− x)| = 1⇔ |(2x− 3)(2− x)| = 10.

1.

{
(2x− 3)(2− x) > 0,
(2x− 3)(2− x) = 10.

⇔
{
x ∈

(
3
2 ; 2
)
,

−2x2 + 7x− 16 = 0.

D = b2 − 4ac = 49− 4 · 2 · 16 = 49− 128 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íåò.

1.

{
(2x− 3)(2− x) < 0,
(2x− 3)(2− x) = −10.

⇔

{
x ∈

(
−∞; 3

2

)
∪ (2; +∞),

−2x2 + 7x+ 4 = 0.
⇔

⇔
[
x1 = −1

2 ,
x2 = 4.

Îòâåò: x1 = −1
2 ;x2 = 4.

Ïðèìåð 11. Ðåøèòü óðàâíåíèå
√
xlg
√
x = 10.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x>0.
√
xlg
√
x = 10⇒ xlg

√
x = 100⇒ lg xlg

√
x = lg 102 ⇒ lg

√
x · lg x = 2⇒

⇒ 1
2 lg2 x = 2⇒ lg2 x = 4⇒

[
lg x = 2
lg x = −2

⇒
[
x1 = 100,
x2 = 0, 01.
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Îòâåò: x1 = 100;x2 = 0, 01.

Ïðèìåð 12. Óðàâíåíèå log5 x = log5 (−x) íå èìååò êîðíåé, òàê êàê
ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíà ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ
õ, à ïðàâàÿ � ïðè îòðèöàòåëüíûõ, ò.å. îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ëåâîé è ïðà-
âîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

Ïðèìåð 13. Ðåøèòå óðàâíåíèå log2 x
2 = 2.

Ðåøåíèå:

1-é ñïîñîá. ÎÄÇ óðàâíåíèÿ åñòü ëþáîå x 6= 0. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
log2 x

2 = 2 log2 x (x > 0), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2 log2 x = 2, îòêóäà íàõî-
äèì x = 2.

Ïðîäåëàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëèëî ðåøèòü äàííîå óðàâíåíèå òîëü-
êî íà ÷àñòè åãî ÎÄÇ, à èìåííî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ õ, ãäå ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà log2 x

2 = 2 log2 x. Íà ìíîæåñòâå x < 0 óðàâíåíèå íå ðåøà-
ëîñü, ïîýòîìó íåëüçÿ ñ÷èòàòü íàéäåííûé êîðåíü åäèíñòâåííûì ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ.

Ðåøèì óðàâíåíèå íà ìíîæåñòâå x < 0. Ïîñêîëüêó x < 0⇔(−x) > 0
è log2 x

2 = log2 (−x)2 = 2 log2 (−x), òî äëÿ x < 0 ïîëó÷èì óðàâíåíèå
2 log2 (−x) = 2 ⇔ log2 (−x) = 1, îòêóäà íàõîäèì x = −2. Ýòîò êîðåíü
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x < 0.

Íà êàæäîì èç äâóõ ïîäìíîæåñòâ ÎÄÇ äåëàëèñü ðàâíîñèëüíûå ïðå-
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îáðàçîâàíèÿ, ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: x1 = 2 è
x2 = −2.

2-é ñïîñîá. Ó÷èòûâàÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà log2 x
2 = 2 log2 |x|

ïðè ëþáîì x 6= 0, èìååì log2 x
2 = 2⇔ 2 log2 |x| = 2⇔ log2 |x| = 1⇔

⇔ |x| = 2⇔
[
x = −2,
x = 2.

3-é ñïîñîá. Óðàâíåíèå log2 f (x) = log2 g (x) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{
g (x) > 0,

f (x) = g (x) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2 = log2 4, ïîëó÷àåì log2 x
2 = 2⇔ log2 x

2 = log2 4⇔

⇔
{

4 > 0,
x2 = 4

⇔ x2 = 4⇔ (x− 2) (x+ 2) = 0⇔
[
x = −2,
x = 2.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ x1 = 2 è
x2 = −2.

Îòâåò: x1,2 = ±2.

Ïðèìåð 14. Ðåøèòå óðàâíåíèå
log3x+7

(
9 + 12x+ 4x2

)
+ log2x+3

(
6x2 + 23x+ 21

)
= 4

Ðåøåíèå. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
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9 + 12x+ 4x2 = (2x+ 3)2 è 6x2 + 23x+ 21 = (3x+ 7) (2x+ 3).

Òîãäà îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç
âñåõ õ, îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

2x+ 3 > 0
2x+ 3 6= 1
3x+ 7 > 0
3x+ 7 6= 1,

ò.å. E ∈
(
−3

2 ;−1
)⋃

(−1; +∞).

Íà ÎÄÇ èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ
2 log3x+7 (2x+ 3) + log2x+3 (2x+ 3) + log2x+3 (3x+ 7) = 4
2 log3x+7 (2x+ 3) + 1

log3x+7(2x+3) = 3.

Ïóñòü log3x+7 (2x+ 3) = t, òîãäà ïîëó÷èì 2t+ 1
t = 3..

2t2 − 3t+ 1 = 0
D = 9− 8 = 1
t = 1

2 8; 8 t = 1.

Ïðè t = 1 èìååì: log(3x+7)(2x+ 3) = 1

2x+ 3 = 3x+ 7

x = −4 - íå âõîäèò â ÎÄÇ.
Ïðè t = 1

2 èìååì:

log3x+7 (2x+ 3) =
1

2
.
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Íà ÎÄÇ ïîëó÷èì:
(2x+ 3) =

√
3x+ 7,

(2x+ 3)2 = 3x+ 7,
4x2 + 12x+ 9− 3x− 7 = 0,
4x2 + 9x+ 2 = 0.
D = 81− 32 = 49
x = −1

4 8; 8x = −2

x = -2 íå âõîäèò â ÎÄÇ.

Îòâåò: −1
4 .

Ïðèìåð 15. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x2 + x+ 1)x
2−5x+6 = (x+ 3)x

2−5x+6

Ðåøåíèå.

ÎÄÇ:

{
x2 + x+ 1 > 0
x+ 3 > 0

;

{
x− ëþáîå ÷èñëî
x > 3

; x ∈ (−3; +∞)

Íà ÎÄÇ ïðîëîãàðèôìèðóåì ïî îñíîâàíèþ 2 îáå ÷àñòè.

(x2 − 5x+ 6) · log2(x
2 + x+ 1) = (x2 − 5x+ 6) · log2(x+ 3)

(x2 − 5x+ 6) = 0 èëè log2(x
2 + x+ 1) = log 2(x+ 3)

x = 2 èëè x = 3 x2 + x+ 1 = x+ 3

x2 = 2
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x = ±
√

2

Îòâåò: 2; 3; ±
√

2.

Ïðèìåð 16. Ðåøèòå óðàâíåíèå (1− x2)(2+x)2 = (1− x2)(8x−2)(x+2)

Ðåøåíèå.

ÎÄÇ: 1− x2 > 0;x2 < 1

−1 < x < 1

Íà ýòîì ìíîæåñòâå èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè
óðàâíåíèé

(2 + x)2 = (8x− 2)(2 + x) è 1− x2 = 1

4 + 4x+ x2 = 8x2 + 14x− 4x = 0

7x2 + 10x− 8 = 0

Èç íàéäåííûõ õ ìíîæåñòâó
D
4 = 25 + 56 = 81 −1 < x < 1 ïðèíàäëåæàò x = 4

7 è x = 0

x = 4
7 èëè x = −2
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Îòâåò: 0; 4
7

Ïîêàçàòåëüíîå íåðàâåíñòâî af(x) > ag(x) ïðè à>1 ðàâíîñèëüíî íåðà-
âåíñòâó f(x) > g(x)(çíàê íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ), à ïðè 0< à<1 ðàâ-
íîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x) < g(x) (çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé).

Ëîãàðèôìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî loga f(x) > loga g(x) ïðè à > 1 ðàâíî-

ñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

{
g(x) > 0,

f(x) > g(x),
à ïðè 0 < à < 1 � ñèñòåìå

íåðàâåíñòâ

{
f(x) > 0,

f(x) < g(x).
.

Ïðè ðåøåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ íàäî íàéòè îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ íåðàâåíñòâà; ïðè ïîòåíöèðîâàíèè ïî îñíîâàíèþ, áîëüøåìó åäè-
íèöû, çíàê íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ, à ïðè ïîòåíöèðîâàíèè ïî ïîëîæè-
òåëüíîìó îñíîâàíèþ, ìåíüøåìó åäèíèöû, çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíûé. Íà ïðàêòèêå óäîáíî ïðèìåíÿòü ôîðìóëû:

loga f(x) > b⇔




f(x) > 0,
f(x) > ab,

a > 1.
f(x) > 0,
f(x) < ab,
0 < a < 1.

èëè loga f(x) < b⇔




f(x) > 0,
f(x) < ab,
a > 1.
f(x) > 0,
f(x) > ab,

0 < a < 1.
Ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî è â ñëó÷àå íåñòðîãèõ íåðà-
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âåíñòâ.

Ïðèìåð 1. Îïðåäåëèòü öåëîå çíà÷åíèå õ, íå óäîâëåòâîðÿþùåå íåðà-
âåíñòâó 3

5x−1
2x−3 < 35.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: 2x− 3 6= 0⇒ x 6= 3
2 .

3
5x−1
2x−3 < 35 ‖a = 3 > 1‖ ⇒ 5x−1

2x−3 < 5⇒ 5x−1
2x−3 − 5 < 0⇒

⇒ 5x−1−10x+15
2x−3 < 0⇒ −5x+14

2x−3 < 0.

x ∈ (−∞; 3
2) ∪ (145 ; +∞) .

Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò õ = 2.

Îòâåò: 2.

Ïðèìåð 2. Íàéòè íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà
5+1 > 5−1 + 120.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x ∈ Z.
5x+1 > 5x−1 + 120⇒ 5 · 5x − 1

5 · 5
x > 120⇒ 5x > 52 ⇒ x > 2,

ò.ê. 5 > 1.
Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò õ = 3.

Îòâåò: 3.
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Ïðèìåð 3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî log8(x
2 − 4x+ 3) < 1.

Ðåøåíèå. Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:{
x2 − 4x+ 3 > 0,

x2 − 4x+ 3 < 81.
⇒
{

(x− 1)(x− 3) > 0,
(x+ 1)(x+ 5) < 0.

⇒

⇒ x ∈ (−∞; 1) ∪ (3; ∞);x ∈ (−1; 5)

Ðåøèëè êàæäîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.
Ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ìíîæåñòâ äàåò ðåøåíèå ñèñòåìû: x ∈ (−1; 1)∪(3; 5).

Îòâåò: x ∈ (−1; 1) ∪ (3; 5).

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî logx(x+ 2) > logx x
2.

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñîâîêóïíîñòè, ñîñòîÿùåé
èç äâóõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ:

1)


x > 1,

x+ 2 > 0,
x+ 2 > x2.

è 2)


0 < x < 1,
x+ 2 > 0,
x+ 2 < x2.

Ðåøåíèå ñèñòåìû 1):
x > 1,

x+ 2 > 0,
x+ 2 > x2.

⇒
{

x > 1,
x2 − x− 2 < 0.

⇒
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⇒
{

x < 1,
(x− 2)(x+ 1) < 0.

⇒ x ∈ (1; 2).

Ðåøåíèå ñèñòåìû 2):
0 < x < 1,
x+ 2 > 0,
x+ 2 < x2.

⇒
{

0 < x < 1,
x2 − x− 2 > 0.

⇒

⇒
{

0 < x < 1,
(x− 2)(x+ 1) > 0.

⇒ x ∈Ø.

Îáúåäèíÿåì ðåøåíèÿ ñèñòåì.

Îòâåò: x ∈ (1; 2)

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ( 3
√

5)3x
2−15x+13 > 125 · 3

√
625.

Ðåøåíèå: ÎÄÇ: x ∈ R.
( 3
√

5)3x
2−15x+13 > 125 · 3

√
625⇒ 5

3x2−15x+13
3 > 5

13
3 ⇒
a=5>1

3x2−15x+13
3 > 13

3 ⇒

⇒ 3x2 − 15x > 0⇒ 3x(x− 5) > 0; 3 6= 0.

Îòâåò: x ∈ (−∞; 0)
⋃

(5; +∞).
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Ïðèìåð 6. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = lg (x+1)2(3−x)
2x+1 .

Ïðèìåíèì ìåòîä èíòåðâàëîâ ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà (x+1)2(3−x)
2x+1 > 0.

x+ 1 = 0, 3− x = 0, 2x+ 1 6= 0 èëè x = −1, x = 3, x 6= −1
2 .

Îòâåò: x ∈ (−1
2 ; 3).

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ñìåøàííîãî òèïà ïðèìåíÿþò
ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé: îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü çíà-
÷åíèé, ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, ÷åòíîñòü è íå÷åò-

íîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü.

Óðàâíåíèå f(x) = g(x) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé{
f(x) = A;

g(x) = A.
,

åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà f(x) ≤ A è g(x) ≥ A.

Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè

1) Åñëè ôóíêöèÿ f âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà ìíîæåñòâå X, òî óðàâíå-
íèå f(x) = A íà ìíîæåñòâå X èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ.
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2) Åñëè ôóíêöèÿ f âîçðàñòàåò (óáûâàåò), à ôóíêöèÿ g óáûâàåò (âîç-
ðàñòàåò) íà ìíîæåñòâå X, òî óðàâíåíèå f(x) = g(x) íà ìíîæåñòâå
X èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ.

3) Åñëè f(x) - ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî óðàâíåíèÿ

f(x) = x è f(f(x)) = x ðàâíîñèëüíû.



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 361 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 16
Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

2. Ïîêàçàòåëüíûå íåðàâåíñòâà. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ íåðà-
âåíñòâ.

3. Ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

4. Ëîãàðèôìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ
íåðàâåíñòâ.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

1) (0, 5)x
2 · 22x+2 = 1

64 ;

2) (49)x+2
√
x−1 = (2, 25)x+

√
x−1;

3) lg(10x)lg(0, 1x) = lgx3 − 3;

4) 2x − 2 = 1− x
5) 8 · 22x − 6 · 2x + 1 = 0.

6) 3
(√

3
)2x − 10

(√
3
)x

+ 3 = 0.

7) 5 · 0, 22x + 9 · 0, 2x − 2 = 0.
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8) 64x = 5 · 62x + 6.

9) log 1
3

(x+ 5) = 2 log 1
3

3;

10) 2 + log3 (x− 5) = 2 log3 6 + log7 49;

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

1) log x
2
(x+ 2) > 1;

2) log5x+6 x
2 < 1;

3) log2x−3(5x− 2) > 1;

4)
(

5
12

)x (6
5

)x−1 ≤ (0, 3)−1;

5) x−3
53x−2 < 5−1;

6)
√

logx
√

3x · log3 x = −1;

7)2 log2
0,5 x+ xlog0,5 x > 2, 5;

8)log0,5 log3 log4 x > 0.

7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

1) log0,1(x
2 − x) ≥ − log0,1 0, 5;

2) log0,3(x
2 − 3x) ≤ − log0,5 0, 25;

3) (0, 5)4x − 3(0, 5)2x − 4 ≤ 0;

4) logx(x+ 2) ≥ 2;
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5)
log0,5(5x+3)

11+19x ≥ 0;

6) log2
x2−9
x2−1 < 1.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) 48x − 42x+1 − 3x+1 + 12 = 0.

á) 52x−1 + 22x � 52x + 22x+2 = 0.

â) 3x − 2x+2 = 3x−1 − 2x−1 − 2x−3.

ã) 4x − 5 · 2x + 4 = 0.

ä) lg 5 + lg (x+ 10) = 1− lg (2x− 1) + lg (21x− 20) .

å) (x+ 3)x
2+2x+8 = 1.

æ)
(
x2 − x− 1

)x2−1
= 1.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî log5(1 + x) > log5(−x) è âûáåðèòå ïðàâèëüíûé
îòâåò.

1) (�1; 0); 2) (�1; �0,5); 3) (�0,5; 0); 4) (�∞; 0).

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâîlog0,5(2x+ 5) ≥ −2 è âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îò-
âåò.

1) (�2,5; �0,5]; 2) (�∞; �0,5]; 3) (�2,5; �1,5]; 4) (�1,5; �0,5].
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4. Ðåøèòå óðàâíåíèå lg(x2 − 4x+ 4) = lg 3 + lg(x− 2).

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå log7(11x− 18) + log7 3 = log7 45.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3log3(1+x) + 20 = 3x+ xlogx 5.

7. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
x2(x+ 5) + 6x · lg(−2− x) = 0.

8. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ

log2(x+ 1)4 = 6 + log2 |x+ 1|.

9. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ

| log3(x− 3)− 1| = 2

10. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè íåðà-
âåíñòâà 1√

lg x
≥ 1.

11. Ðåøèòå óðàâíåíèå

lg(5x− x2 − 3) · lg(7− 3x)

x− 1
= 0.

12. Íàéäèòå ñóììó êâàäðàòîâ âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ | log5 |x|| = 1.

13. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì íåðàâåíñòâà log3(x

2 − x+ 69) ≤ 4.
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14. Íàéäèòå ñóììó âñåõ öåëûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

log19(8− x) > log0,91(x− 2)− 5
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Ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è
èõ ñèñòåì

1. Ñèñòåìàòèçàöèÿ è ïîâòîðåíèå ïðèåìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôèêîâ è ñâîéñòâ ôóíêöèé.

2. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ.

3. Èññëåäîâàòåëüñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

Íå âñÿêîå óðàâíåíèå è íåðàâåíñòâî â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ìî-
æåò áûòü ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ è íåðàâåíñòâó, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
îïðåäåë¼ííûé ìåòîä ðåøåíèÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ êëþ÷åâóþ ðîëü ìîãóò
ñûãðàòü ñâîéñòâà ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå èëè íåðàâåíñòâî.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé ïîçâîëÿåò áûñò-
ðî è ïðîñòî íàéòè êîðåíü óðàâíåíèÿ (ëèáî äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå êîð-
íåé íå èìååò).

Èñïîëüçîâàíèå âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèé ïðè ðåøåíèè óðàâ-
íåíèé îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå òåîðåìû.

1) Åñëè íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò (èëè óáû-
âàåò), òî óðàâíåíèå f(x) = a íà ýòîì ïðîìåæóòêå èìååò åäèíñòâåí-
íûé êîðåíü ëèáî íå èìååò êîðíåé (a � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà (÷èñ-
ëî)).
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2) Åñëè íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò, à ôóíê-
öèÿ g(x) óáûâàåò (ëèáî íàîáîðîò), òî óðàâíåíèå f(x) = g(x) íà ýòîì
ïðîìåæóòêå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü ëèáî íå èìååò êîðíåé.

Äîêàçàâ, ÷òî óðàâíåíèå èìååò íà ïðîìåæóòêå íå áîëåå ÷åì îäèí êî-
ðåíü, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü åãî ïîäáîðîì.

Åñëè ôóíêöèÿ èìååò íåñêîëüêî ïðîìåæóòêîâ âîçðàñòàíèÿ è óáûâà-
íèÿ, êàæäûé èç íèõ ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îòäåëüíî.

Ñóììà âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ñóììà
óáûâàþùèõ ôóíêöèé � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèáàâëåíèå èëè âû÷èòàíèå ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû íå âëèÿåò íà ìî-
íîòîííîñòü ôóíêöèè. Åñëè ê âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè ïðèáàâèòü (èëè
âû÷åñòü) ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, ïîëó÷èì âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ. Åñëè
ê óáûâàþùåé ôóíêöèè ïðèáàâèòü (èëè âû÷åñòü) ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó,
ïîëó÷èì óáûâàþùóþ ôóíêöèþ.

Â àëãåáðå ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïðèìåíåíèåì âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ
ôóíêöèé ÷àøå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè èððàöèîíàëüíûõ, ëîãà-
ðèôìè÷åñêèõ, ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé.

Åñëè â óðàâíåíèè ñóììà ðàâíà íóëþ, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ åãî ìîæ-
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íî ðåøèòü, ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ôóíêöèé: Ñóììà íåñêîëüêèõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæ-
äàÿ èç ôóíêöèé ðàâíà íóëþ.

Åñëè ÎÄÇ óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé, äîñòàòî÷-
íî ïîäñòàâèòü êàæäîå çíà÷åíèå â óðàâíåíèå, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè ýòî çíà÷åíèå êîðíåì.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 5x− 6
√

3 + 5x− 2x2 +
√
x− 2 = 15

Ðåøåíèå. Ïîä çíàêîì êîðíÿ ÷¼òíîé ñòåïåíè äîëæíî ñòîÿòü íåîòðè-
öàòåëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó {

3 + 5x− 2x2

x− 3 ≥ 0

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî - êâàäðàòè÷íîå, ðåøàåì åãî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.
Âòîðîå - ëèíåéíîå. Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé
îáîèõ íåðàâåíñòâ:
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ÎÄÇ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî çíà÷åíèÿ: {3}.
Îñòà¼òñÿ âûïîëíèòü ïðîâåðêó, ÿâëÿåòñÿ ëè 3 êîðíåì óðàâíåíèÿ:

5 · 3− 6
√

3 + 5 · 3− 2 · 32 +
√

3− 3 = 15

15=15

Ïîëó÷èëè âåðíîå ðàâåíñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, x = 3 - êîðåíü äàííîãî
óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: 3.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
x2 − 5x+ 6 +

√
9− x2 + 1 =

√
x− 2

Ðåøåíèå. Ïîä çíàêîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ äîëæíî ñòîÿòü íåîòðèöà-
òåëüíîå ÷èñëî. Îòñþäà ÎÄÇ


x2 − 5x+ 6 ≥ 0

9− x2 ≥ 0

x− 2 ≥ 0

Ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà - êâàäðàòè÷íûå. Ðåøàåì èõ ìåòîäîì èíòåð-
âàëîâ. Òðåòüå - ëèíåéíîå. Îòìå÷àåì ðåøåíèå êàæäîãî íåðàâåíñòâà íà
÷èñëîâîé ïðÿìîé è íàõîäèì ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé:
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ÎÄÇ ñîñòîèò èç äâóõ çíà÷åíèé: {2; 3}.
Âûïîëíèì ïðîâåðêó.
Ïðè x = 2√

22 − 5 · 2 + 6 +
√

9− 22 + 1 =
√

2− 2√
5 + 1 6= 0

Ïðè x = 3√
32 − 5 · 3 + 6 +

√
9− 32 + 1 =

√
3− 2

1=1
Òàêèì îáðàçîì, äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x=3.
Îòâåò:3.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ìåòîäîì îöåíêè îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè îáëàñòè
çíà÷åíèé ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Åñëè â óðàâíåíèè f(x) = g(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ{
f(x) ≥ a

g(x) ≤ a,
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òî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà è f(x) è g(x)
îäíîâðåìåííî ðàâíû a:

 f(x) = g(x)
f(x) ≥ a

g(x) ≤ a

⇒

{
f(x) = a

g(x) = a

Ïðè ýòîì, åñëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè, ñòîÿùåé â îäíîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ, ðàâíî ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè, ñòîÿùåìó â
äðóãîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, è ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ äëÿ îáåèõ ôóíêöèé
ïðè x = x0, òî x0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Ãðàôè÷åñêè ýòî ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü òàê:

èëè
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Åñëè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè, ñòîÿùåé â îäíîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ, ðàâíî ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè, ñòîÿùåìó â äðóãîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ, íî ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ ïðè ðàçíûõ x0, òî óðàâíåíèå
íå èìååò êîðíåé:

Ïîëó÷èâ ñèñòåìó óðàâíåíèé{
f(x) = a

g(x) = a,
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äîñòàòî÷íî ðåøèòü îäíî èç óðàâíåíèé (êîòîðîå ïðîùå), à çàòåì ïðî-
âåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè íàéäåííûå êîðíè êîðíÿìè äðóãîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå cos(2x− 4) = x2 − 4x+ 5
Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x ∈ R.
f(x) = x2 − 4x + 5 � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ãðàôèê � ïàðàáîëà,

âåòâè ââåðõ. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò â âåðøèíå

x0 = − b
2a = −−42·1 = 2

f(x0) = 22 − 4 · 2 + 5 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, f(x) = x2 − 4x+ 5 ≥ 1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû g(x) = cos(2x− 4) ≤ 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé{

cos(2x− 4) = 1

x2 − 4x+ 5 = 1

Êîðåíü âòîðîãî óðàâíåíèÿ: x2 − 4x+ 5 = 1
x = 2. Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè 2 êîðíåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ:
cos(2·2−4) = cos 0 = 1 - âåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, x = 2 � åäèíñòâåííûé

êîðåíü.
Îòâåò: 2.
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Ïðèìåð 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√

25 + x4 = 3 cos2 x+ 2

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x∈R.
Òàê êàê x4 ≥ 0, òî 25 + x4 ≥ 25, à çíà÷èò,

√
25 + x4 ≥ 5.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, cos2 x ≤ 1,⇒ 3cos2x ≤ 3,⇒ 3 cos2 x+ 2 ≤ 5.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé{√
24 + x4 = 5

3 cos2 +2 = 5

Ðåøàåì ïåðâîå óðàâíåíèå√
25 + x4 = 5 x = 0

Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè x = 0 êîðíåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ:
3 · (cos 0)2 + 2 = 5

5=5 - âåðíî. Çíà÷èò, x = 0 � êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: 0.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå 1
(2x+1)2 + (2x+ 1)2 = 2 sin2 πx

2

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x ∈ (−∞;−1
2)
⋃

(−1
2 ;∞).

Òàê êàê ñóììà âçàèìíî-îáðàòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íå ìåíüøå
äâóõ,

1
(2x+1)2 + (2x+ 1)2 ≥ 2.

sin2 πx
2 ≤ 1,⇒ 2sin2πx2 . ≤ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
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{
1

(2x+1)2 = (2x+ 1)2 = 2

2 sin2 πx
2 = 2

Òàê êàê ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ âçàèìíî-îáðàòíûõ ÷èñåë ðàâíà 2, åñëè
ýòè ÷èñëà ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî

1
(2x+1)2 = (2x+ 1)2

2x+ 1 = ±1

x1 = 0;x2 = −1

Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè êîðíè êîðíÿìè âòîðîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðè x = 0 2 sin2 π·0

2 = 2 0 6= 2.

Ïðè x = −1 2 sin2 π·(−1)
2 = 2 2 = 2.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü
x = −1.

Îòâåò: -1.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 5x19 + 4x3 + 3x− 12 = 0

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x∈R.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 5x19 + 4x3 + 3x = 12

Ôóíêöèÿ f(x) = 5x19 + 4x3 + 3x ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé (êàê ñóì-
ìà âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå
îäíîãî êîðíÿ. Ïîäáîðîì íàõîäèì, ÷òî x = 1.
Îòâåò: 1.
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Ïðèìåð 7. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2x15 + 3x = 5
x

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x∈(-∞;0)
⋃

(0 :∞).

Íà ïðîìåæóòêå (−∞; 0) ôóíêöèÿ f(x) = 2x15 + 3x âîçðàñòàåò,

ôóíêöèÿ g(x) = 5
x - óáûâàåò, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå

îäíîãî êîðíÿ. Ïîäáîðîì íàõîäèì x = −1.

Àíàëîãè÷íî, íà ïðîìåæóòêå (0;∞) f(x) = 2x15 + 3x âîçðàñòàåò,

g(x) = 5
x - óáûâàåò, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî

êîðíÿ. Ïîäáîðîì íàõîäèì x = 1.

Îòâåò: ±1.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2 cosπx = 2x− 1

Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ðàöèîíàëüíî ðåøàòü ãðàôè÷åñêèì ìå-
òîäîì.
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Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ èìååò êîîðäèíàòû (0,5; 0).
Îòâåò: x = 0, 5

Ïðèìåð 9. Ðåøèòå óðàâíåíèå 10|sinx|=10|cosx|−1

Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ðàöèîíàëüíî ðåøàòü ãðàôîàíàëèòè÷åñêèì
ìåòîäîì.

Ò.ê. 10>1, òî äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:
| sinx| = | cosx| − 1
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Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ èìåþò êîîðäèíàòû (πk; 0);k ∈ Z. Ñëå-
äîâàòåëüíî, õ=πk.
Îòâåò: õ=πk

Ïðèìåð 9. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√

3− x = log5 (x− 3)

Ðåøåíèå. ÎÄÇ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç âñåõ õ, îäíîâðåìåííî óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 3-õ≥0 è õ-3>0, òî åñòü ÎÄÇ åñòü ïóñòîå ìíî-
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æåñòâî. Ýòèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ è çàâåðøàåòñÿ, òàê êàê óñòàíîâëåíî,
÷òî íè îäíî ÷èñëî íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì, òî åñòü, ÷òî óðàâíåíèå
íå èìååò êîðíåé.
Îòâåò: ðåøåíèé íåò.
Ïðèìåð 11. Ðåøèòå óðàâíåíèå√

| sinx| = 4
√
−| sinx|+ tg x (1)

Ðåøåíèå. ÎÄÇ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç âñåõ õ, îäíîâðåìåííî óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì |sinx| ≥ 0,− |sinx| ≥ 0, x 6= π

2 + πn, n ∈ Z, òî
åñòü ÎÄÇ åñòü x = πκ, κ ∈ Z. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (1),
ïîëó÷àåì, ÷òî åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâíû 0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå
x = πκ, κ ∈ Z, ÿâëÿþòñÿ åãî ðåøåíèÿìè.
Îòâåò: x = πκ, κ ∈ Z.

Ïðèìåð 12. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
4
√

1− x2 + 6
√
x4 − 1 < 2x − log2

(
1 + x4

)
(2)

Ðåøåíèå. ÎÄÇ íåðàâåíñòâà (2) ñîñòîèò èç âñåõ õ, îäíîâðåìåííî óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1 − x2 ≥ 0, x4 − 1 ≥ 0,òî åñòü ÎÄÇ ñîñòîèò èç
äâóõ ÷èñåë x1 = 1 è x2 = −1. Ïîäñòàâëÿÿ x1 = 1 â íåðàâåíñòâî (2) , ïî-
ëó÷àåì, ÷òî åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà 0, ïðàâàÿ ðàâíà 2− log2 2 = 1, òî åñòü
õ=1 åñòü ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (2). Ïîäñòàâëÿÿ x2 = −1 â íåðàâåíñòâî
(2), ïîëó÷àåì, ÷òî x2 = −1 íå ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì, ïîñêîëüêó ëåâàÿ
÷àñòü íåðàâåíñòâà (2) ðàâíà 0, à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 2−1 − log2 2 = −1

2 .
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Îòâåò: = 1.

Ïðèìåð 13. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî log5 x <
√

1− x4 (3)
Ðåøåíèå. ÎÄÇ íåðàâåíñòâà (3) åñòü âñå õ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

0<õ≤1. ßñíî, ÷òî õ=1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà (3). Äëÿ õ èç
ïðîìåæóòêà 0<x<1 èìååì log5 x < 0, à

√
1− x4 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå

õ èç ïðîìåæóòêà 0<x<1 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà (3).
Îòâåò: 0<x<1.

Ïðèìåð 14. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√
x+ 3 + 4

√
9− x <

√
3(4)

Ðåøåíèå. ÎÄÇ íåðàâåíñòâà (4) åñòü âñå èç ïðîìåæóòêà -3≤ x ≤ 9.
Ðàçîáüåì ýòî ìíîæåñòâî íà äâà ïðîìåæóòêà −3 ≤ x ≤ 0 è 0 < x ≤ 9.

Äëÿ èç ïðîìåæóòêà −3 ≤ x ≤ 0 èìååì
√
x+ 3 ≥ 0,

4
√

9− x ≥ 4
√

9 =
√

3. Ñëåäîâàòåëüíî,
√
x+ 3 + 4

√
9− x ≥

√
3 íà ýòîì

ïðîìåæóòêå, è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (4) íå èìååò ðåøåíèé íà ýòîì ïðî-
ìåæóòêå.

Ïóñòü ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó 0 < x ≤ 9, òîãäà
√
x+ 3 >

√
3

è 4
√

9− x ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
√
x+ 3 + 4

√
9− x >

√
3 äëÿ òàêèõ , è,

çíà÷èò, íà ýòîì ïðîìåæóòêå íåðàâåíñòâî (4) òàêæå íå èìååò ðåøåíèé.
Èòàê, íåðàâåíñòâî (4) ðåøåíèé íå èìååò.
Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

Çàìå÷àíèÿ.
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1. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé íåîáÿçàòåëüíî íàõîäèòü ÎÄÇ. Èíîãäà ïðî-
ùå ïåðåéòè ê ñëåäñòâèþ è ïðîâåðèòü íàéäåííûå êîðíè.

2. Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ èíîãäà ìîæíî íå íàõîäèòü ÎÄÇ, à ðåøàòü
íåðàâåíñòâî ïåðåõîäîì ê ðàâíîñèëüíîé åìó ñèñòåìå íåðàâåíñòâ, â êîòî-
ðîé ëèáî îäíî èç íåðàâåíñòâ íå èìååò ðåøåíèé, ëèáî çíàíèå åãî ðåøåíèÿ
ïîìîãàåò ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ.

Ïðèìåð 15. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
log2(2

x + 1− x2) > log2(2
x−1 + 1− x) + 1. (5)

Ðåøåíèå. Îòûñêàíèå ÎÄÇ íåðàâåíñòâà åñòü íåïðîñòàÿ çàäà÷à, ïî-
ýòîìó ïîñòóïèì èíà÷å. Íåðàâåíñòâî (5) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

2x + 1− x2 > 0,

2x−1 + 1− x > 0, (6)

2x + 1− x2 > 2(2x−1 + 1− x).

Òðåòüå íåðàâåíñòâî ýòîé ñèñòåìû ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
x2−2x+1 < 0, íå èìåþùåìó ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íåðà-

âåíñòâ (6) íå èìååò ðåøåíèé, çíà÷èò, è íåðàâåíñòâî (5) íå èìååò ðåøåíèé.
Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

Ïðèìåð 16. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√

sinx <
√

1− |x|+ sinx (7)
Ðåøåíèå.Íàõîæäåíèå ÎÄÇ íåðàâåíñòâà (7) åñòü òðóäíàÿ çàäà÷à. Ïî-

ýòîìó ïîñòóïèì èíà÷å. Íåðàâåíñòâî (7) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
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sinx ≥ 0,

1− |x|+ sinx ≥ 0, (8)

sinx < 1− |x|+ sinx.

Òðåòüå íåðàâåíñòâî ýòîé ñèñòåìû èìååò ðåøåíèÿìè âñå õ èç ïðî-
ìåæóòêà -1<x<1. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (8) ñïðàâåäëèâî íå äëÿ
âñåõ õ èç ýòîãî ïðîìåæóòêà, à ëèøü äëÿ õ èç ïðîìåæóòêà 0 ≤ x < 1.
Äëÿ âñåõ õ èç ïðîìåæóòêà 0 ≤ x < 1 âòîðîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû (8) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê
0 ≤ x < 1.
Îòâåò: 0 ≤ x < 1.

Ïðèìåð 17. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin(x3 + 2x2 + 1) = x2 + 2x+ 3

Ðåøåíèå. Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà õ èìååì
sin(x3 + 2x2 + 1) ≤ 1, x2 + 2x + 3 = (x + 1)2 + 2 ≥ 2. Ïîñêîëüêó

äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ õ ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû,
à ïðàâàÿ ÷àñòü âñåãäà íå ìåíüøå äâóõ, òî äàííîå óðàâíåíèå íå èìååò
ðåøåíèé.
Îòâåò: íåò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 18. Ðåøèòå óðàâíåíèå x3 − x− sin πx = 0 (9)
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Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî = 0, = 1, = −1 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ (9). Äëÿ íàõîæäåíèÿ äðóãèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9) â ñèëó
íå÷åòíîñòè ôóíêöèè f(x) = x3−x−sin πx äîñòàòî÷íî íàéòè åãî ðåøåíèÿ
â îáëàñòè õ>0, x 6= 1, ïîñêîëüêó åñëè x0 > 0 ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì, òî
è (-x0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì.

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî õ>0, x 6= 1, íà äâà ïðîìåæóòêà (0;1) è (1;+∞).
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (9) â âèäå x3 − x = sin πx. Íà ïðîìåæóòêå

(0;1) ôóíêöèÿ g(x) = x3 − x ïðèíèìàåò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ, ïîñêîëüêó x3 < x, à ôóíêöèÿ h(x) = sinπxòîëüêî ïîëîæèòåëüíûå.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòîì ïðîìåæóòêå óðàâíåíèå (9) íå èìååò ðåøåíèé.

Ïóñòü õ ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó (1;+∞). Äëÿ êàæäîãî èç òàêèõ
çíà÷åíèé õ ôóíêöèÿ g(x) = x3−x ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ,
ôóíêöèÿ h(x) = sinπx ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, ïðè÷åì íà
ïðîìåæóòêå (1;2] ôóíêöèÿ h(x) = sinπx íåïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íà ýòîì ïðîìåæóòêå óðàâíåíèå (9) íå èìååò ðåøåíèé.

Åñëè æå õ>2 , òî |sin πx| ≤ 1, x3 − x = x(x2 − 1) > 2 · 3 = 6, à ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî è íà ïðîìåæóòêå (2;+∞) óðàâíåíèå (9) òàêæå íå èìååò
ðåøåíèé.

Èòàê, = 0, = 1 = −1 è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: x1 = 0, x2 = 1, x3 = −1.

Ïðèìåð 19. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 1−x
1+x < 2x (10)
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Ðåøåíèå. ÎÄÇ íåðàâåíñòâà (10) åñòü âñå äåéñòâèòåëüíûå , êðîìå
= −1. Ðàçîáüåì ÎÄÇ íà òðè ìíîæåñòâà: -∞<õ<-1, -1<x<=0, 0<x<+∞
è ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (10) íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîìåæóòêîâ.

Ïóñòü -∞<õ<-1. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ õ èìååì g(x) = 1 − 2x
1+x < 0,

à f(x) = 2x > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåðàâåí-
ñòâà (10).

Ïóñòü -1<x≤ 0.õg(x)=1-2x1+x≥1 , à f(x) = 2x ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íè
îäíî èç ýòèõ íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà (10).

Ïóñòü 0<x<+∞. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ èìååì g(x) = 1 − 2x
1+x < 1, à

f(x) = 2x > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåðàâåí-
ñòâà (10).
Îòâåò: -∞<õ<-1; 0<x<+∞.

Ïðèìåð 20. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2π sinx =
∣∣x− π

2

∣∣− ∣∣x+ π
2 | (11)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì
∣∣x− π

2

∣∣ − ∣∣x+ π
2

∣∣ ÷åðåç f(x). Èç îïðåäåëåíèÿ
àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ñëåäóåò, ÷òî f(x)=π ïðè x ≤ −π

2 , f(x) = −2x ïðè
−π

2 < x < π
2 è f(x) = −π ïðè x ≥ π

2 . Ïîýòîìó, åñëè x ≤ −
π
2 , òî óðàâíåíèå

(11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 2π sinx = π, òî åñòü â âèäå sinx = 1
2 . Ýòî

óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ x = (−1)nπ6 + πn, n ∈ Z. Èç ýòèõ çíà÷åíèé õ
óñëîâèþ x ≤ −π

2 óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî x = (−1)nπ6 +πn, n = −1,−2, ....
Åñëè x ≥ π

2 , òî óðàâíåíèå (11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 2π sinx = −π,
òî åñòü â âèäå sinx = −1

2 .
Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ x = (−1)m+1π

6 + πm,m ∈ Z. Èç ýòèõ
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çíà÷åíèé õ óñëîâèþ x ≥ π
2 óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî

x = (−1)m+1π
6 + πm,m = 1, 2, ....

Ðàññìîòðèì èç ïðîìåæóòêà
(
−π

2 ; π2
)
. Íà ýòîì ïðîìåæóòêå óðàâíåíèå

(11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 2π sinx = −2x, òî åñòü â âèäå

sinx = −x
n , (12)

ßñíî, ÷òî õ=0 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) , à çíà÷èò, è èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé óðàâíåíèå (12) íà ïðîìåæóòêå(
−π

2 ; π2
)
íå èìååò.

Äëÿ x 6= 0 óðàâíåíèå (12) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

sinx

x
= −1

n
.

Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x ∈
(
−π

2 ; 0
)⋃ (

0; π2
)
, ôóíêöèÿ f(x) = sinx

x ïðè-
íèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó óðàâíåíèå (12) íå èìå-
åò ðåøåíèé íà ìíîæåñòâå

(
−π

2 ; 0
)⋃ (

0; π2
)
.

Îòâåò: õ=0, x = (−1)nπ6 + πn, n = −1,−2, ...;
x = (−1)m+1π

6 + πm,m = 1, 2, ....

Ïðèìåð 21. Ðåøèòå óðàâíåíèå x · 2x2+2x+3 = 64

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî õ≤0 íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ, òàê êàê òîãäà x · 2x2+2x+3 ≤ 0. Äëÿ õ>0 ôóíêöèÿ C = x · 2x2+2x+3
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íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåò, êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðåðûâíûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ äëÿ ýòèõ ôóíêöèé f = x è
g = 2x

2+2x+3. Çíà÷èò, â îáëàñòè > 0 ôóíêöèÿ C = x · 2x2+2x+3 ïðèíè-
ìàåò êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî x = 1
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî åãî åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå.
Îòâåò: = 1.

Ïðèìåð 22. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 2x + 3x + 4x < 3.

Ðåøåíèå. Êàæäàÿ èç ôóíêöèé C = 2x, C = 3x, C = 4x íåïðåðûâíàÿ
è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íà âñåé îñè. Çíà÷èò, òàêîé æå ÿâëÿåòñÿ è èñõîä-
íàÿ ôóíêöèÿ C = 2x + 3x + 4x. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè = 0 ôóíêöèÿ
C = 2x + 3x + 4x ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 3. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è

ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ýòîé ôóíêöèè ïðè õ>0 èìååì 2x + 3x + 4x > 3,
ïðè õ<0 èìååì 2x+ 3x+ 4x < 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà
ÿâëÿþòñÿ âñå õ<0.
Îòâåò: -∞<x<0.

Ïðèìåð 23. Ðåøèòå óðàâíåíèå 4
√

18− x− 4
√
x− 2 = 2

Ðåøåíèå. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé óðàâíåíèÿ åñòü ïðîìåæó-
òîê 2 ≤ x ≤ 18. Íà îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) =
− 4
√
x− 2 è g(x) = 4

√
18− x íåïðåðûâíû è ñòðîãî óáûâàþò, ñëåäîâàòåëü-

íî, íåïðåðûâíà è óáûâàåò ôóíêöèÿ h(x) = 4
√

18− x− 4
√
x− 2. Ïîýòîìó
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êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ h(x) ïðèíèìàåò òîëüêî â îäíîé òî÷êå.
Òàê êàê h(x) = 2, òî = 2 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîðíåì èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: = 2.

Ïðèìåð 24. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 6
√
x+2x3 +log3(x+2)−

√
1− x < 4

Ðåøåíèå. ÎÄÇ íåðàâåíñòâà åñòü ïðîìåæóòîê 0 ≤ x ≤ 1. Íà ÎÄÇ
ôóíêöèÿ f(x) = 6

√
x+2x3+log3(x+2)−

√
1− x ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è

ñòðîãî âîçðàñòàþùåé. Òàê êàê f(x) = 4, òî âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
[0; 1) óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíîìó íåðàâåíñòâó.

Îòâåò: 0 ≤ x < 1

Ïðèìåð 25. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 1 + log2(x+ 1) < 2x

Ðåøåíèå. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå.
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Îòâåò: −1 < x < 0, x > 1.
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 17

1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè
óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

2. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ ôóíêöèîíàëüíûì ñïî-
ñîáîì.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√

1− x2 < 8
√

5− x.
Îòâåò: −1 ≤ x ≤ 1.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 + 2x+ 3 =
√

4− x2.
Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå x5 + x = 3
√
x− 7.

Îòâåò: x = −1.

6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 6
2x+1 >

1+log2(2+x)
x .

Îòâåò: −1
2 < x < 0

7. Ðåøèòå ãðàôè÷åñêè óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà:

1)
(
1
3

)x
= x+ 1

2) 2x = 3− 2x− x2

3) 3−x =
√
x
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4) log 1
2
x = 4x2

5) log3 x = 2− 1
3x

2

6)
(
1
2

)x
<x− 1

2

7) log2 x < 6− x
8) log3 x ≥ x3

9) log2 x ≥ 6− x
10) log3 x < x3

11) x2 + 1 ≥ cosx

12) sinx≤ −
(
x+ π

2

)2 − 1.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ðåøèòå ãðàôè÷åñêè óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà:

1)
(
1
2

)x
= x− 1

2

2)
(
1
3

)x
= − 3

x

3)
(
1
2

)x
= x3 − 1

4) 2−x = 3x+ 10

5) 2x = 3− 2x− x2

6) 3−x =
√
x
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7)
(
1
3

)x
= − 3

x

8)
(
1
2

)x
= x3 − 1

9) log3x = 3
x

10) 2x =log 1
2
x

11)
(
1
3

)x ≥ x+ 1

12) 2x ≤ 9− 1
3x

2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

1) sinx = x+ π

2) sinx = 2x

3) sinx+ x = 0

4) sinx = 2x− 2π

5) sin
(
x− π

3

)
= π − 3x

6) sinx−
√
x− π = 0

7) − sinx =
√
x

8) cosx = x+ π
2

9) − cosx = 3x− 1

10) cosx = 2x+ 1

11) cosx =
√
x+ 1
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12) sinx = osx

13) sinx = x2 + 1

3. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàëüíî-ãðàôè÷åñêèå ìåòî-
äû:

1) x = 3
√
x

2) |x | = 5
√
x

3) 2x = 6− x
4)
(
1
3

)x
= x+ 4

5) (x− 1)2= log2x

6) log 1
2
x =

(
x+ 1

2

)2
7)
√
x− 2 = 9

x

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàëüíî-ãðàôè÷åñêèå ìåòî-
äû:

1) 2x >
√
x

2) 3x ≤ 12− 1, 5x

3) 2x ≤
√
x

4) x2 + 1 ≤ cosx

5) sinx≥ −
(
x+ π

2

)2 − 1
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5. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

1) sin5 x+ 1
cos7 x = cos5 x+ 1

sin7 x
.

2) log2(|x− 1|+ 1) + 3
√

(x− 4)2 = 2

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 8
√

2− x2 > x3 + x− 1.
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Óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè

1. Ïîíÿòèå óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì è åãî ðåøåíèå.
2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè.
3. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè.
4. Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Èíîãäà â óðàâíåíèÿõ íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû çàäàíû íå êîíêðåò-
íûìè ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè, à îáîçíà÷åíû áóêâàìè.

Íàïðèìåð: ax+ b = c.

Â ýòîì óðàâíåíèè � íåèçâåñòíîå, a, b, c � êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå ìî-
ãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Çàäàííûå òàêèì îáðàçîì
êîýôôèöèåíòû íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè.

Îäíî óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðàìè çàäàåò ìíîæåñòâî óðàâíåíèé (äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ).

Ðåøèòü óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðàìè � ýòî çíà÷èò:
Óêàçàòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèå èìååò êîðíè è

ñêîëüêî èõ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.
Íàéòè âñå âûðàæåíèÿ äëÿ êîðíåé è óêàçàòü äëÿ êàæäîãî èç íèõ òå
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çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò êîðåíü
óðàâíåíèÿ.

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò òåîðåìû
î ðàâíîñèëüíîñòè. Äâà óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäíè è òå æå ïàðàìåòðû,
íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè:

à) îíè èìåþò ñìûñë ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ;

á) êàæäîå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòîðîãî è
íàîáîðîò.

Ïðèìåð 1. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèÿ x2 − a = 0 è
√
x − a = 0 ðàâíî-

ñèëüíû?

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè a > 0 ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàç-
ëè÷íûõ êîðíÿ x = ±

√
a, à âòîðîå � òîëüêî îäèí êîðåíü x = a2, è â ýòîì

ñëó÷àå î ðàâíîñèëüíîñòè ðå÷ü èäòè íå ìîæåò. Òàê æå ÿñíî, ÷òî ïðè a = 0
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñîâïàäàþò (x = 0), à ïðè a < 0 íè ïåðâîå, íè âòîðîå
óðàâíåíèÿ ðåøåíèé íå èìåþò. Îäíàêî, êàê èçâåñòíî, òàêèå óðàâíåíèÿ
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Îòâåò. a ≤ 0.
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Ïðèìåð 2. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå ax = a2 ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
|x− 1| ≥ a?

Ðåøåíèå. Ïðè a 6= 0 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, à íåðà-
âåíñòâî � áåñêîíå÷íî ìíîãî. Åñëè a = 0, òî ðåøåíèåì êàê óðàâíåíèÿ,
òàê è íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñëå-
äîâàòåëüíî, òðåáîâàíèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî a = 0.

Îòâåò. a = 0.

Ðåøèì óðàâíåíèå ax+ b = c.
Åñëè 6= 0, òî x = b−c

a . Åñëè = 0, òî ïîëó÷àåì b = c, åñëè ýòî äåéñòâè-
òåëüíî òàê, òî êîðíåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,
åñëè æå b 6= c, òî óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè:
ïðè 6=0, x = b−c

a ;
ïðè = 0 è b = c, � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
ïðè = 0 è b 6= c, óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.
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Îñíîâíûå òèïû çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè

Òèï 1. Óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà, èõ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè, êîòîðûå
íåîáõîäèìî ðåøèòü ëèáî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà (ïàðàìåòðîâ),
ëèáî äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ïðèíàäëåæàùèõ çàðàíåå îãîâîðåííîìó
ìíîæåñòâó.
Òèï 2. Óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà, èõ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè, äëÿ êî-

òîðûõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà (ïàðàìåòðîâ).
Òèï 3. Óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà, èõ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè, äëÿ êî-

òîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè âñå òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ óêàçàí-
íûå óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà, èõ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè èìåþò çàäàííîå
÷èñëî ðåøåíèé (â ÷àñòíîñòè, íå èìåþò èëè èìåþò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé).
Òèï 4. Óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà, èõ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè, äëÿ êî-

òîðûõ ïðè èñêîìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ìíîæåñòâî ðåøåíèé óäîâëå-
òâîðÿåò çàäàííûì óñëîâèÿì â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Íàïðèìåð, íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ:
1) óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé èç çàäàí-

íîãî ïðîìåæóòêà;
2) ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

ìíîæåñòâà ðåøåíèé âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ò.ä.
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Îñíîâíûå ñïîñîáû (ìåòîäû) ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì

Ñïîñîá I (àíàëèòè÷åñêèé). Ýòî ñïîñîá òàê íàçûâàåìîãî ïðÿìîãî ðå-
øåíèÿ, ïîâòîðÿþùåãî ñòàíäàðòíûå ïðîöåäóðû íàõîæäåíèÿ îòâåòà â çà-
äà÷àõ áåç ïàðàìåòðà. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ñïîñîá ñèëîâîãî, â õîðîøåì
ñìûñëå ¾íàãëîãî¿ ðåøåíèÿ.

Ñïîñîá II (ãðàôè÷åñêèé). Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è (ñ ïåðåìåííîé x
è ïàðàìåòðîì a) ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàôèêè èëè â êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè (x; y), èëè â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x; a).

Ñïîñîá III (ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà). Ïðè ðåøåíèè ýòèì
ñïîñîáîì ïåðåìåííûå x è a ïðèíèìàþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè è âûáèðàåòñÿ
òà ïåðåìåííàÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðèçíàåò-
ñÿ áîëåå ïðîñòûì. Ïîñëå åñòåñòâåííûõ óïðîùåíèé âîçâðàùàåìñÿ ê èñ-
õîäíîìó ñìûñëó ïåðåìåííûõ x è a è çàêàí÷èâàåì ðåøåíèå.

Óðàâíåíèå âèäà Ax − B = 0, ãäå A è B � âûðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå
òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ, à x � íåèçâåñòíîå, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâ-
íåíèåì îòíîñèòåëüíî x.

Îíî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó Ax = B è ïðè A 6= 0 èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå x = B

A ïðè êàæäîé ñèñòåìå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.
Ïðè A = 0 è B = 0 x � ëþáîå ÷èñëî, à ïðè A = 0 è B 6= 0 ðåøåíèÿ íåò.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì:

1. Óïðîñòèòü óðàâíåíèå òàê, ÷òîáû îíî ïðèíÿëî âèä Ax = B.
2. Èññëåäîâàòü êîýôôèöèåíò óðàâíåíèÿ (åñëè îí ñîäåðæèò ïàðàìåòð)

íà ðàâåíñòâî íóëþ (A = 0, A 6= 0).
3. Èññëåäîâàòü êîðíè óðàâíåíèÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-

íèè ïàðàìåòðà (óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü, áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî êîðíåé, íå èìååò êîðíåé).

4. Çàïèñàòü îòâåò ñ ó÷åòîì ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü óðàâíåíèå ax = 1.

Ðåøåíèå. x = 1
a . Ïðè a = 0 äàííîå óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.

Îòâåò. Åñëè a = 0, òî íåò ðåøåíèé; åñëè a 6= 0, òî x = 1
a .

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü óðàâíåíèå (a2 − 1)x = a+ 1.

Ðåøåíèå: Ïðè ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òà-
êèå ñëó÷àè:

1) a2 − 1 = 0, ò.å. a = 1 è a = −1.
Åñëè a = 1, òî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä 0x = 2 è íå èìååò ðåøåíèé;
Åñëè a = −1, òî ïîëó÷àåì 0x = 0, è î÷åâèäíî x � ëþáîå ÷èñëî.
Åñëè a 6= ±1, èìååì x = 1

a−1 .
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Îòâåò. Åñëè a = −1, òî x � ëþáîå ÷èñëî; åñëè a = 1, òî íåò ðåøåíèé;
åñëè a 6= ±1, òî x = 1

a−1 .

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü óðàâíåíèå x+ 2 = ax.

Ðåøåíèå: Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó Ax = B.
x− ax = −2 , (1− a)x = −2.
1) Åñëè 1 − a = 0, ò.å. a = 1, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 0x = -2 è íå

èìååò ðåøåíèé.
2) Åñëè a 6= 1, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x = 2

a−1 .

Îòâåò. Åñëè a = 1, òî óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé; åñëè a 6= 1, òî
óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x = 2

a−1 .

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü óðàâíåíèå (a2 − 1)x = 2a2 + a− 3.

Ðåøåíèå: Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî x.
Åñëè a2 − 1 = 0, ò.å. a = ±1, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:
1) Ïðè a = 1 0x = 0, òî x � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
2) Ïðè a = -1 0x = -2, òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò;
3) Ïðè a 6= ±1 x = 2a2+a−3

a2−1 = 2(a+1,5)(a−1)
(a−1)(a+1) = 2a+3

a+1 .
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Îòâåò. Åñëè a = 1, òî x � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî; åñëè a = −1,
òî êîðíåé íåò; åñëè a 6= ±1, òî x = 2a+3

a+1 .

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå ax = x+ 3.

Ðåøåíèå: Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó Ax = B : ax− x = 3,

(a− 1)x = 3.
1) Åñëè a = 1, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 0x = 3 è êîðíåé íå èìååò;
2) Åñëè a 6= 1, òî x = 3

a−1 .

Îòâåò. Åñëè a = 1, òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò; åñëè a 6= 1, òî
x = 3

a−1 .

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü óðàâíåíèå 4 + ax = 3x+ 1.

Ðåøåíèå: ax− 3x = −3, (a− 3)x = −3.

1) Åñëè a = 3, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 0x = −3 è íå èìååò êîðíåé;
2) Åñëè a 6= 3, òî x = 3

3−a .

Îòâåò. Åñëè a = 3, òî óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé; åñëè a 6= 3, òî
x = 3

3−a .

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü óðàâíåíèå b(b− 1)x = b2 + b− 2.
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Ðåøåíèå: Åñëè b(b−1) = 0, ò.å. b = 0 èëè b = 1, òî óðàâíåíèå ïðèìåò
âèä:

1) Ïðè b = 0 0x = −2 è êîðíåé íå èìååò;
2) Ïðè b = 1 0x = 0, òî x � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
3) Ïðè b 6= 0 è b 6= 1 x = b2+b−2

b(b−1) = (b−1)(b+2)
b(b−1) = b+2

b .

Îòâåò. Åñëè b = 0, òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò; åñëè b = 1, òî x �
ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî; åñëè b 6= 0 è b 6= 1, òî x = b+2

b .

Ïðèìåð 10. Ðåøèòü óðàâíåíèå: b(b− 1)x = b2 + b− 2

Ðåøåíèå:

1) b(b− 1) = 0, b = 0 èëè b = 1.
Åñëè b = 0, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä 0x = −2 è óðàâíåíèå íå èìååò

êîðíåé. Åñëè b = 1, òî 0x = 0, òî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî êîðíåé.

2) b(b− 1) 6= 0, ò.å. b 6= 0 è b 6= 1, òîãäà x = b2+b−2
b(b−1) = (b+2)(b−1)

b(b−1) = b+2
b

Îòâåò: åñëè b = 0, òî óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé; åñëè b =1, òî óðàâ-
íåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîðíåé; åñëè b 6= 0 è b 6= 1, òîãäà
x = b+2

b .
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Ïðèìåð 11. Íàéäèòå ìíîæåñòâî êîðíåé äàííîãî óðàâíåíèÿ:
ax = 4x+ 5

Ðåøåíèå: ax− 4x = 5, x(a− 4) = 5

1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a = 4, òîãäà 0x = 5 è óðàâíåíèå íå
èìååò êîðíåé.

2) Åñëè a 6= 4, òî óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü x = 5
a−4 .

Îòâåò: åñëè a = 4, òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò, åñëè a 6= 4, òî
x = 5

a−4 .

á) (b2 − 4)x = 3b+ 12

Ðåøåíèå:

1) Åñëè b2 − 4 = 0, òî b = ±2

Åñëè b = 2, òî 0x = 18, òîãäà óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé. Åñëè b = −2,
òî 0x = 6, òîãäà óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé.

2) Åñëè æå b 6= ±2, òîãäà x = 3(b+4)
b2−4 .

Îòâåò: åñëè b = ±2, òî óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé, åñëè b 6= ±2, òî
x = 3(b+4)

b2−4 .

Ïðèìåð 12. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ b óðàâíåíèå b(b−3)x = 10(2b+x)
íå èìååò êîðíåé.
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Ðåøåíèå:

b(b− 3)x = 10(2b+ x),

b2x− 3bx = 20b+ 10x,

b2x− 3bx− 10x = 20b,

(b2 − 3b− 10)x = 20b.

b2 − 3b− 10 = 0, òî b1 = 5, b2 = −2.

Åñëè b = 5, òîãäà 0x = 100, òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò. Åñëè
b = −2, òîãäà 0x = −40, òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Îòâåò: åñëè b = 5 èëè b = −2, òî óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì:

Óïðîñòèòü óðàâíåíèå òàê, ÷òîáû îíî ïðèíÿëî âèä êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî: ax2 + bx+ c = 0;

Èññëåäîâàòü êîýôôèöèåíò óðàâíåíèÿ ïðè x2, åñëè îí ñîäåðæèò ïàðà-
ìåòð, íà ðàâåíñòâî íóëþ (a = 0, a 6= 0);

Îïðåäåëèòü âèä óðàâíåíèÿ è èññëåäîâàòü êîðíè óðàâíåíèÿ ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà:

- åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå ëèíåéíîå è íåîáõîäèìî íàéòè åãî êîðíè â
ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ;

- åñëè a 6= 0, òî óðàâíåíèå êâàäðàòíîå. Èññëåäîâàòü íàëè÷èå êîðíåé
è íàéòè èõ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà èç óñëîâèÿ,
÷òî D > 0, D < 0, D = 0.
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4) Ñîáðàâ ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà, çàïèñàòü îòâåò ñ ó÷åòîì ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðà.

Ïðèìåð 13. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå ax2−x+3 = 0 èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå?

Ðåøåíèå:

1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a = 0, òî äàííîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:
−x + 3 = 0, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x = 3.

2) Åñëè a 6= 0, òî èìååì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå.
D = 1 − 12a. ×òîáû óðàâíåíèå èìåëî åäèíñòâåííûé êîðåíü, íåîáõî-

äèìî, ÷òîáû D = 0. 1− 12a = 0, a = 1/12.

Îòâåò: Óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè a = 0 èëè
a = 1/12.

Ïðèìåð 14. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå (a − 2)x2 + (4 − 2a)x + 3 = 0
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

Ðåøåíèå: 1) Åñëè a − 2 = 0, ò.å. a = 2, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
0x = −3 è íå èìååò ðåøåíèé.



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 406 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

2) Åñëè a 6= 2, òî äàííîå óðàâíåíèå � êâàäðàòíîå. Óðàâíåíèå èìååò
åäèíñòâåííûé êîðåíü, åñëè D = 0.
D = (4−2a)2−12(a−2) = 16−16a+ 4a2−12a+ 24 = 4a2−28a+ 40,
4a2 − 28a + 40 = 0, a2 − 7a + 10 = 0, ïî ò. Âèåòà a = 2 èëè a = 5.

Ïîñêîëüêó ìû óñòàíîâèëè, ÷òî a = 2 íå ïîäõîäèò, òî a = 5.

Îòâåò: Óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè a = 5.

Ïðèìåð 15. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå ax2− 4x+a+ 3 = 0 èìååò áîëåå
îäíîãî êîðíÿ?

Ðåøåíèå:

1) Åñëè a = 0, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä −4x = −3 è èìååò åäèíñòâåí-
íûé êîðåíü x = 3/4 , ÷òî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

2) Åñëè a 6= 0, òî äàííîå óðàâíåíèå � êâàäðàòíîå. Îíî èìååò äâà
êîðíÿ, åñëè åãî D > 0.
D = 16− 4a(a+ 3) = 16− 4a2 − 12a = −4a2 − 12a+ 16,
−4a2−12a+16 > 0, a2+3a−4 < 0. Ðåøàÿ êâàäðàòè÷íîå íåðàâåíñòâî,

ïîëó÷àåì −4 < a < 1. Îäíàêî â ïîëó÷åííûé ïðîìåæóòîê (-4;1) âõîäèò
÷èñëî 0, êîòîðîå, êàê ìû óæå ïðîâåðèëè, íåïðèåìëåìî, òî −4 < a < 0
èëè 0 < a < 1.

Îòâåò. Óðàâíåíèå èìååò áîëåå äâóõ êîðíåé ïðè −4 < a < 0 èëè
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0 < a < 1.

Ïðèìåð 16. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå a(a+3)x2+(2a+6)x−3a−9 = 0
èìååò áîëåå îäíîãî êîðíÿ?

Ðåøåíèå:

1) Åñëè a(a+ 3) = 0, ò.å. a = 0 èëè a = −3, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:
Ïðè a = 0 6x = 9, x = 1, 5 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;
Ïðè a = −3 0x = 0, x � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
2) Åñëè a 6= 0 è a 6= −3 ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
a(a+3)x2+2(a+3)x−3(a+3) = 0, èëè, ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ

íà (a + 3), óðàâíåíèå ax2 + 2x − 3 = 0, äèñêðèìèíàíò êîòîðîãî ðàâåí
4(1 + 3a),
D > 0 ïðè a > −1/3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a > −1/3 óðàâíåíèå èìååò

äâà êîðíÿ, íî â äàííûé ïðîìåæóòîê âõîäèò ÷èñëî 0, êîòîðîå ìû óæå
ïðîâåðèëè è îíî íå ïîäõîäèò, òî èç äàííîãî ïðîìåæóòêà íàäî èñêëþ-
÷èòü a = 0.

Îòâåò. Óðàâíåíèå èìååò áîëåå äâóõ êîðíåé ïðè a = −3,
−1/3 < a < 0, a > 0.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ äðîáíûõ ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïà-
ðàìåòðîì:
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1) Ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê öåëîìó âèäó;

2) Èññëåäîâàòü ðåøåíèå öåëîãî óðàâíåíèÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàí-
íîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, ïðèìåíèâ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî è
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì;

3) Ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå çíàìåíàòåëÿ íà íàëè÷èå ïîñòîðîííèõ êîð-
íåé (âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïîëó÷åííûå êîðíè
îáðàùàþò çíàìåíàòåëü â íóëü);

4) Ñîáðàâ ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà, çàïèñàòü îòâåò ñ ó÷åòîì ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðà.

Ïðèìåð 17. Ðåøèòü óðàâíåíèå x−a
x−1 = 0.

Ðåøåíèå: Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

{
x− a = 0,

x 6= 1.
x = a � åäèíñòâåííûé êîðåíü. Ïîíÿòíî, ÷òî óñëîâèå x 6= 1 âëå÷åò çà

ñîáîé òðåáîâàíèå a 6= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a 6= 1, òî x = a; åñëè a = 1,
òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé.
Îòâåò. Åñëè a 6= 1, òî x = a; åñëè a = 1, òî óðàâíåíèå íå èìååò

ðåøåíèé.

Ïðèìåð 18. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå x2−ax+1
x+3 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå?
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Ðåøåíèå: Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

{
x2 − ax+ 1 = 0,

x 6= −3.

Ðåøèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 − ax+ 1 = 0.
D = a2 − 4. Åñëè D = 0, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
1) D = 0 ïðè a = ±2. Åñëè a = ±2, òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé

êîðåíü x = a
2a = 1

2 .
2) Åñëè a 6= ±2, òî D > 0 è óðàâíåíèå áóäåò èìåòü äâà êîðíÿ, îäíèì èç

êîòîðûõ ìîæåò áûòü x = −3. Ïðîâåðèì, ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà
êîðåíü óðàâíåíèÿ ðàâåí -3. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå x = −3, ïîëó÷èì
a = −10/3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a = −10

3 , x = −3 � êîðåíü óðàâíåíèÿ,
ïðè÷åì ïðè òàêîì çíà÷åíèè a âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ îòëè÷åí îò -3.
Çíà÷èò, ïðè a = −10

3 óðàâíåíèå òîæå áóäåò èìåòü îäèí êîðåíü.
Îòâåò. Óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè a = ±2 èëè

a = −10
3 .

Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè äî-
ñòàòî÷íî ýôôåêòèâåí, êîãäà íóæíî óñòàíîâèòü, ñêîëüêî êîðíåé èìååò
óðàâíåíèå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a.

Ïðèìåð19. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå ||x| − 2| = a â çàâèñè-
ìîñòè îò ïàðàìåòðà a?
Ðåøåíèå. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x; y) ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé
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y = ||x| − 2| è y = a. Ãðàôèê ôóíêöèè y = ||x| − 2| èçîáðàæåí íà
ðèñóíêå.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = a ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Ox
èëè ñ íåé ñîâïàäàþùàÿ (ïðè a = 0).

Èç ÷åðòåæà âèäíî, ÷òî:
Åñëè a = 0, òî ïðÿìàÿ y = a ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox è èìååò ñ ãðàôè-

êîì ôóíêöèè y = ||x| − 2| äâå îáùèå òî÷êè; çíà÷èò, èñõîäíîå óðàâíåíèå
èìååò äâà êîðíÿ (â äàííîì ñëó÷àå êîðíè ìîæíî íàéòè: x1,2 = ±2). Åñëè
0 < a < 2, òî ïðÿìàÿ y = a èìååò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = ||x| − 2|
÷åòûðå îáùèå òî÷êè è, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ÷åòû-
ðå êîðíÿ. Åñëè a = 2, òî ïðÿìàÿ y = 2 èìååò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè òðè
îáùèå òî÷êè. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ.Åñëè a > 2, òî
ïðÿìàÿ y = a áóäåò èìåòü ñ ãðàôèêîì èñõîäíîé ôóíêöèè äâå òî÷êè, òî
åñòü äàííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü äâà êîðíÿ.
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Îòâåò: åñëè a < 0, òî êîðíåé íåò; åñëè a = 0, a > 2, òî äâà êîðíÿ;
åñëè a = 2, òî òðè êîðíÿ; åñëè 0 < a < 2, òî ÷åòûðå êîðíÿ.

Ïðèìåð 20. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå |x2 − 2|x| − 3| = a â
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a?

Ðåøåíèå. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x; y) ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé
y = |x2 − 2|x| − 3| è y = a. Ãðàôèê ôóíêöèè y = |x2 − 2|x| − 3|

èçîáðàæåí íà ðèñóíêå. Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = a ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïà-
ðàëëåëüíàÿ Ox èëè ñ íåé ñîâïàäàþùàÿ (êîãäà a = 0).

Èç ÷åðòåæà âèäíî:
Åñëè a = 0, òî ïðÿìàÿ y = a ñîâïàäàåò ñ îñüþ Ox è èìååò ñ ãðàôèêîì

ôóíêöèè y = |x2 − 2|x| − 3| äâå îáùèå òî÷êè, à òàêæå ïðÿìàÿ y = a
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áóäåò èìåòü ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = |x2 − 2|x| − 3| äâå îáùèå òî÷êè
ïðè a > 4. Çíà÷èò, ïðè a = 0 è a > 4 èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò äâà
êîðíÿ. Åñëè 0 < a < 3, òî ïðÿìàÿ y = a èìååò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè
y = |x2 − 2|x| − 3| ÷åòûðå îáùèå òî÷êè, à òàêæå ïðÿìàÿ y = a áóäåò
èìåòü ñ ãðàôèêîì ïîñòðîåííîé ôóíêöèè ÷åòûðå îáùèå òî÷êè ïðè
a = 4. Çíà÷èò, ïðè 0 < a < 3, a = 4 èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå

êîðíÿ. Åñëè a = 3, òî ïðÿìàÿ y = a ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè â ïÿòè
òî÷êàõ; ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò ïÿòü êîðíåé.Åñëè 3 < a < 4,
ïðÿìàÿ y = a ïåðåñåêàåò ãðàôèê ïîñòðîåííîé ôóíêöèè â øåñòè òî÷êàõ;
çíà÷èò, ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò øåñòü
êîðíåé.Åñëè a < 0, óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò, òàê êàê ïðÿìàÿ y = a íå
ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè y = |x2 − 2|x| − 3|.

Îòâåò: åñëè a < 0, òî êîðíåé íåò; åñëè a = 0, a > 4, òî äâà êîðíÿ;
åñëè 0 < a < 3, a = 4, òî ÷åòûðå êîðíÿ; åñëè a = 3, òî ïÿòü êîðíåé; åñëè
3 < a < 4, òî øåñòü êîðíåé.

Ïðèìåð 21. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 − 4x · cos(x− a) + 4 = 0 ïðè âñåõ
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ

Ïëàí ðåøåíèÿ çàäà÷è:
1) ïðîâåðèòü ÿâëÿåòñÿ ëè x = 0 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ;
2) åñëè x = 0 - íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, òî ðåøèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîå

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî cos(x− a);
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3) ê ïîëó÷åííîìó óðàâíåíèþ ïðèìåíèòü ìåòîä îöåíêè äëÿ x > 0 è
äëÿ x < 0;

4) îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
II. Ðåøåíèå.
1) Ïîäñòàâèâ x = 0 â äàííîå óðàâíåíèå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî x = 0 íå

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.
2) Ïðåîáðàçóåì äàííîå óðàâíåíèå ïðè x 6= 0 ê âèäó: cos(x−a) = x2+4

4x .
3) Ðåøèì óðàâíåíèå ïðè x > 0 è x < 0 ìåòîäîì îöåíêè.

3.1.

{
x > 0,

cos(x− a) = x2+4
4x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ..(*)

a)

{
x > 0,
x2+4
4x ≥ 1;

á)

{
x > 0,

cos(x− a) ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (*) ïðè x > 0 ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé:{

x2+4
4x = 1,

cos(x− a) = 1;

{
x = 2,

x− a = 2πk, k ∈ Z;

{
x = 2,

a = 2− 2πk, k ∈ Z

3.2.

{
x < 0,

cos(x− a) = x2+4
4x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ..(**)
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a)

{
x < 0,
x2+4
4x ≤ 1;

á)

{
x < 0,

cos(x− a) ≥ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (**) ïðè x < 0 ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé:{

x2+4
4x = −1,

cos(x− a) = −1;


x < 0,

x = −2,

x− a = π + 2πn, n ∈ Z;

{
x = −2,

a = −2− 2πn, n ∈ Z

4) Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è çàïèøåì îòâåò:
x = 2, åñëè a = 2− 2πk, k ∈ Z,
x = −2 , åñëè a = −2− 2πn, n ∈ Z.
IV. Àíàëèç ðåøåíèÿ.
Ïî õîäó ðåøåíèÿ
- ïðèìåíèëè ïðèåì ïåðåõîäà ê óðàâíåíèþ f(x; a) = g(x);
èñïîëüçîâàëè ïðèåì ðàçáèåíèÿ ÎÎÓ ( x ∈ R) íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîä-

ìíîæåñòâ è ðåøàëè óðàâíåíèå íà êàæäîì ïîäìíîæåñòâå;
- ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò â îòâåòå 2 êîíêðåòíûõ çíà-

÷åíèÿ ïåðåìåííîé è íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé .

Ïðèìåð 22. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ñèñòåìà óðàâíåíèé
èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?
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{
log3(y − 3)− log3 x = 0 .................(1)

(x+ a)2 − 2y − 5a = 0 .................(2)

I. Àíàëèç è ïîèñê ïëàíà ðåøåíèÿ:

- äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêî-
àëãåáðàè÷åñêîé;

- ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà , ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæíî íà÷àòü ñ ðåøåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ;

- òàê êàê ïåðâîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ, òî ðå-
øàòü ñèñòåìó óäîáíåå ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè;

- â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì, êîòîðîå ðåøàåòñÿ ïåðåáîðîì âîçìîæíûõ ñèòóàöèé.

II. Ðåøåíèå.

1) Óïðîñòèì óðàâíåíèå (1):


y > 3,

x > 0,

y = 3 + x;

2) Ïîäñòàâèì y = 3 + x; â óðàâíåíèå (2) è ïîëó÷èì ñèñòåìó, ðàâíî-
ñèëüíóþ èñõîäíîé:
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x > 0,

y > 3,

y = x+ 3,

x2 − 2(1− a)x+ a2 − 5a− 6 = 0 ..................(∗)
Íàéäåì èç óðàâíåíèÿ (*) çíà÷åíèå , ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå èìååò

õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå: D4 = 1− 2a+ a2 − a2 + 5a+ 6 = 3a+ 7

3a+ 7 ≥ 0, a ≥ −7
3

3) Îñóùåñòâèì ïåðåáîð âîçìîæíûõ ñèòóàöèé äëÿ óðàâíåíèÿ (*) ïðè
x > 0.

3.1. Êîðíè óðàâíåíèÿ (*) ïîëîæèòåëüíûå
a ≥ −7

3 ,

x1 + x2 = 1− a > 0,

x1 · x2 = a2 − 5a− 6 > 0;


a ≥ −7

3 ,

a < 1,

a < −1, a < 6

a ∈ [−7
3 ;−1).

3.2. Êîðíè óðàâíåíèÿ (*) èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè:{
D
4 > 0,

x1 · x2 < 0;

{
a > −7

3 ,

a2 − 5a− 6 < 0;

{
a > −7

3 ,

−1 < a < 6.
a ∈ (−1; 6).

3.3. Óðàâíåíèå (*) ìîæåò áûòü íåïîëíûì êâàäðàòíûì:
à) a = 1 ýòî çíà÷åíèå óæå ðàññìàòðèâàëîñü â 3.2 (îíî ñîäåðæèòñÿ â

îòâåòå).
á) a = −1, òîãäà (*) ïðèíèìàåò âèä x2 − 4x = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

x1 = 0, x2 = 4. ÎÎÑ óäîâëåòâîðÿåò x = 4, çíà÷èò, a = −1 âêëþ÷àåì â
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îòâåò.
â) a = 6. Ýòî çíà÷åíèå ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå (*) äàåò êîðíè,

íå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ x > 0.
Îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû: [−7

3) ∪ {−1} ∪ (−1; 6)

Îòâåò: [−7
3 ; 6)

Ïðèìåð 23. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-
íèå 8x6 + (a− |x|)3 + |x|

√
2−

√
|x| − a = 0 èìååò áîëåå òðåõ ðàçëè÷íûõ

êîðíåé.
I. Àíàëèç çàäàíèÿ è ïîèñê ïëàíà ðåøåíèÿ.
- îñîáåííîñòüþ äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî â íåÿâíîì

âèäå ñîäåðæèò îäèíàêîâûå îïåðàöèè íàä âûðàæåíèÿìè 2|x|2 è (|x|-a).
- ïëàí ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü òàêèì:
1) çàïèñàòü äàííîå óðàâíåíèå â âèäå F (f(x)) = F (g(x));
2) óáåäèòüñÿ, ÷òî F (t) - ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ;
3) îñóùåñòâèòü ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ f(x) = g(x) è ðåøèòü åãî.
II. Ðåøåíèå.
1) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìîäóëÿ x2 = |x|2, ñòåïåíè (8x6 = (2x2)3) è

âíåñåíèå ìíîæèòåëÿ ïîä çíàê êîðíÿ (|x|
√

2 =
√

2|x|2), çàìåíèì èñõîäíîå
óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíûì: (2|x|2)3 +

√
2|x|2 = (|x| − a)3 +

√
|x| − a

2) Ïîëó÷èì ôóíêöèþ F (t) = t3 +
√
t, èìåþùóþ ñìûñë ïðè t ≥ 0

è âîçðàñòàþùóþ ïðè t ≥ 0 (êàê ñóììà äâóõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé).
Èñõîäíîå óðàâíåíèå, â ýòîì ñëó÷àå, ñòàëî âèäà:
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F (f(x)) = F (g(x)), ãäå f(x) = 2|x|2, g(x) = |x| − a
3) Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé:
Åñëè ôóíêöèÿ F (t) ìîíîòîííà íà ïðîìåæóòêå J , òî óðàâíåíèå
F (f(x)) = F (g(x)) ðàâíîñèëüíî íà ïðîìåæóòêå J óðàâíåíèþ
f(x) = g(x). Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå 2|x|2 = |x| − a, èëè
2|x|2 − |x|+ a = 0 (*), ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.
Òàê êàê òðåáóåòñÿ íàéòè âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ äàííîå óðàâ-

íåíèå, à çíà÷èò è ðàâíîñèëüíîå åìó óðàâíåíèå (*), äîëæíî èìåòü áîëåå
òðåõ ðàçëè÷íûõ êîðíåé, òî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
óðàâíåíèå (*) èìåëî 2 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Ýòî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè
óñëîâèè

D > 0,

|x|1 + |x|2 > 0,

|x|1 + |x|2 > 0


1− 8a > 0,
1
2 > 0,
a
2 > 0

{
a < 1

8 ,

a > 0
a ∈ (0; 1

8)

III. Àíàëèç ðåçóëüòàòà
Ñëåäóåò âçÿòü íà çàìåòêó òåîðåìó î ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ
F (f(x)) = F (g(x)) ê óðàâíåíèþ f(x) = g(x).

Ïðèìåð 24.Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a è b ñèñòåìà óðàâíåíèé{
x2 + y2 + bxy = 1,

x2 − y2 + a(x+ y) = x− y + a
èìååò íå ìåíåå ïÿòè ðåøåíèé.

I. Àíàëèç âèäà çàäàíèÿ è ïîèñê ïëàíà ðåøåíèÿ:
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- äàíà ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé 2-îé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè;
- âòîðîå óðàâíåíèå îáëàäàåò òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî ïîñëå ïåðåíîñà

÷ëåíîâ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ëåâîé
÷àñòè ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè;

- èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïðîèçâåäåíèÿ íóëþ â ïðèìåíåíèè
êî âòîðîìó óðàâíåíèþ, äàåò âîçìîæíîñòü çàìåíèòü èñõîäíóþ ñèñòåìó
ñîâîêóïíîñòüþ ñèñòåì äâóõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ îäíî èç óðàâíåíèé
áóäåò ëèíåéíûì;

- ïðèìåíÿÿ ñïîñîá ïîäñòàíîâêè ê ïîëó÷åííîé ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì,
ïîëó÷èì âîçìîæíîñòü íàéòè îòâåò íà òðåáîâàíèå çàäà÷è.

II. Ðåøåíèå.
1) Ïðåäñòàâèì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû â âèäå ñîâîêóïíîñòè ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé, âûïîëíèâ ñåðèþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

(x− y)(x+ y) + a(x+ y)− (x− y + a) = 0

(x+ y)(x− y + a)− (x− y + a) = 0

(x+ y − 1)(x− y + a) = 0

(x+ y − 1) èëè (x− y + a) = 0

è òîãäà äàííàÿ ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì:{
x+ y − 1 = 0,

x2 − y2 + bxy = 1; (1.1)

{
x− y + a = 0,

x2 + y2 + bxy = 1; (1.2)
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2) Êàæäàÿ èç ïîëó÷åííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ìîæåò èìåòü ëèáî íå
áîëåå äâóõ, ëèáî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, à çíà÷èò, èñõîäíàÿ
ñèñòåìà ìîæåò èìåòü íå ìåíåå ïÿòè ðåøåíèé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ïîëó÷åííûõ ñèñòåì èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ðåøåíèé.

Ðåøèì êàæäóþ èç ñèñòåì ñîâîêóïíîñòè ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè.

(1.1)

{
y = 1− x,
x2 + 1− 2x+ x2 + bx(1− x)− 1 = 0; (∗)

(*): 2x2− bx2−2x+ bx = 0; (2− b)x2− (2− b)x = 0; (2− b)x(x−1) = 0

à)

{
b = 2,

0 = 0
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè b = 2, òî óðàâíåíèå (*) ñèñòåìû (1.1)

èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò.å. ðåøåíèé íå ìåíåå ïÿòè.

á)

{
b 6= 2,

x = 0, x = 1
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè b 6= 2, òî óðàâíåíèå (*) ñèñòå-

ìû 1.1. èìååò íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé.

Ðåøèì âòîðóþ ñèñòåìó ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé, ðàâíîñèëü-
íîé èñõîäíîé ñèñòåìå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) ïðèìåíèì ñïîñîá ïîäñòàíîâêè:{
y = x+ a,

x2 + x2 + 2ax+ a2 + bx2 + bxa = 1 (∗∗)
(**): (2 + b)x2 + a(2 + b)x+ a2 − 1 = 0
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à)

{
b = −2,

a2 − 1 = 0;

{
b = −2,

a = ±1,
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè b = −2, a = ±1

óðàâíåíèå (**) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò.å. ðåøåíèé íå
ìåíåå 5.

Åñëè b 6= −2, òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (**) èìååò íå áîëåå äâóõ ðå-
øåíèé.

Îáîáùèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû: äàííàÿ ñèñòåìà èìååò íå ìåíåå ïÿ-
òè ðåøåíèé ïðè b 6= −2, a ∈ R è ïðè b 6= −2, a = ±1.

III. Àíàëèç ðåøåíèÿ:
- ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè îäíîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû óïðîñòèëî

âèä ñèñòåìû è îáëåã÷èëî ðåøåíèå ñèñòåìû;
- îñìûñëåíèå òðåáîâàíèÿ çàäà÷è ïîçâîëèëî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ïðè

êàêîì óñëîâèè ìîæåò áûòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé;
- ôîðìóëèðîâêà òðåáîâàíèÿ çàäà÷è ïîçâîëèëà íå íàõîäèòü çíà÷åíèÿ

x è y.

Ïðèìåð 25. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå (2p+3)x2+(p+3)x+1 = 0 èìååò
õîòÿ áû îäèí êîðåíü. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, ïðè êîòîðûõ
÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ êîðíåé
óðàâíåíèÿ 2x+1

21−p = 1√
x−3+3

.

1 ñïîñîá. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ t =
√
x− 3, x = t2 + 3, t ≥ 0.

Òîãäà ïðè p 6= 21 âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
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(2(t2 + 3) + 1)(t+ 3) = 21− p⇔ 2t3 + 6t2 + 7t+ p = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ(t) = 2t3 + 6t2 + 7t+ p âîçðàñòàåò ïðè t ≥ 0.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî φ′(t) = 6t2 + 12t+ 7 > 0.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå φ(t) = 0 èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ è

óñëîâèÿì çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò òå çíà÷åíèÿ p, ïðè êîòîðûõ îáà óðàâ-
íåíèÿ èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåí-
íûé êîðåíü â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1. 2p+ 3 = 0⇔ p = −1, 5, x = −2
3 .

2. D = 0⇔ (p+ 3)2 − 4(2p+ 3) = 0⇔ p2 − 2p− 3 = 0, p = −1, p = 3.
Ïðîâåðèì, èìååò ëè âòîðîå óðàâíåíèå ðåøåíèå ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ p.
à) p = −1, 5. φ(0) = −1, 5 < 0, φ(1) = 15−1, 5 = 13, 5 > 0. Óðàâíåíèå

φ(x) = 0 èìååò êîðåíü íà èíòåðâàëå (0;1).
á) p = −1. φ(0) = −1 < 0, φ(1) = 14 > 0. Óðàâíåíèå φ(t) = 0 èìååò

êîðåíü íà èíòåðâàëå (0;1).
â) p = 3. Óðàâíåíèå φ(t) = 0 ⇔ 2t3 + 6t2 + 7t + 3 = 0 íå èìååò

ðåøåíèé ( t ≥ 0).
2 ñïîñîá. Âòîðîå óðàâíåíèå çàïèøåì â âèäå f(x) = g(x), ãäå
f(x) = 2x+1

21−p , g(x) = 1√
x−3+3

, x ≥ 3. Òàê êàê g(x) > 0, òî óðàâíåíèå
f(x) = g(x) ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè p < 21, ïîñêîëüêó

2x + 1 > 0 ïðè x ≥ 3. Âûÿñíèì õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé f è g.
f - ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, k = 2

21−p > 0 , ïîýòîìó f âîçðàñòàåò,

E(f) = [ 7
21−p ;∞). g - óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé
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E(g) = (0; 1
3 ].

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå f(x) = g(x) íà ìíîæåñòâå [3; +∞) ìî-
æåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Êàê è â ïåðâîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ,
íàõîäèì çíà÷åíèÿ p = −1, 5, p = −1 è p = 3, ïðè êîòîðûõ ïåðâîå óðàâíå-
íèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðîâåðêà ¾ïîäîçðèòåëüíûõ¿ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà p çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

åñëè f(3) ≤ g(3), òî óðàâíåíèå f(x) = g(x) èìååò ðåøåíèå, åñëè æå
f(3) > g(3), òî ðåøåíèé íåò.

a) p = −1, 5. f(3) = 7
21+1,5 = 14

45 <
1
3 = g(3).

á) p = −1. f(3) = 7
21+1 = 7

22 <
1
3 = g(3).

â) p = 3. f(3) = 7
21−3 = 7

18 <
1
3 = g(3).

Óñëîâèÿì çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò çíà÷åíèÿ p = −1.5 è p = −1.
Îòâåò: {−1, 5;−1}

Ïðèìåð 26. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p , ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

(7p+3)x+35p−2
x+5 = p2 + 3 (1)

ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

(p+ 3)x2 + 2x(p+ 9) + 27 = 0. (2)

Ðåøåíèå. Ïðè x 6= −5 óðàâíåíèå (1) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèÿì
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7px+3x+35p−2 = p2x+5p2+3x+15⇔ p(p−7)x = −5p2+35p−17.

Ïðè p = 0 è p = 7 óðàâíåíèå (1) íå èìååò ðåøåíèé. Ïðè îñòàëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ p(p ∈ (−∞; 0) ∪ (0; 7) ∪ (7; +∞)) óðàâíåíèå (1) èìååò
åäèíñòâåííûé êîðåíü x = −5p2+35p−17

p(p−7) = −5− 17
p(p−7) .

Èòàê, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (1) n = 0 èëè n = 1. Âû-
ÿñíèì òåïåðü, ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå (2) â çàâèñèìîñòè îò p.

Óðàâíåíèå (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
1) p = −3. Óðàâíåíèå (2) ëèíåéíîå (12x+ 27 = 0) è èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå x = −2, 25. Òàê êàê óðàâíåíèå (1) ïðè p = −3 òîæå èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî p = −3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è.

2) D = 0. 1
4D = (p+ 9)2 − 27(p+ 3) = p2 − 9p = p(p− 9). D = 0 ïðè

p = 0 è p = 9. Èññëåäóåì êàæäîå èç ýòèõ çíà÷åíèé îòäåëüíî.
à) p = 0. Óðàâíåíèå (1) íå èìååò ðåøåíèé, óðàâíåíèå (2) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå. Çíà÷åíèå p = 0 óñëîâèÿì çàäà÷è íå óäîâëåòâîðÿåò.
á) p = 9. Îáà óðàâíåíèÿ èìåþò ïî îäíîìó ðåøåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî,

p = 9 óñëîâèÿì çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò.
Åñëè D > 0 è p 6= −3 ò.å. åñëè p ∈ (−∞; 3) ∪ (−3; 0) ∪ (9; +∞), òî

óðàâíåíèå (2) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, ïîýòîìó òàêèå çíà÷åíèÿ p íå
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì çàäà÷è.

Óðàâíåíèå (2) íå èìååò ðåøåíèé, åñëè
D < 0⇔ p(p− 9) < 0⇔ p ∈ (0; 9).

Èç äâóõ çíà÷åíèé p = 0 è p = 7 òîëüêî p = 7 ∈ (0; 9) , ïîýòîìó
îáà óðàâíåíèÿ íå èìåþò ðåøåíèé ïðè p = 7. Ñëåäîâàòåëüíî, p = 7
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óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è.
Îòâåò: {-3; 7; 9}.

Ïðèìåð 27. Íàéäèòå âñå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êî-
òîðûõ íàèáîëüøåå èç äâóõ ÷èñåë b = 2−2a−2−7|a|−1 è x = 2a2−7|a|−4
íå ïðåâîñõîäèò −7.
Ðåøåíèå. Íàèáîëüøåå èç ÷èñåë b è c íå ïðåâîñõîäèò −7 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò−7. Èñêîìûå çíà÷åíèÿ
a íàéä¼ì èç ñèñòåìû

{
b ≤ −7

c ≤ −7
⇔

{
2− 2a−2 − 7|a|−1 ≤ 7

2a2 − 7|a| − 4 ≤ −7
⇔

⇔

{
2|a|−2 + 7|a|−1 − 9 ≥ 0

2|a|2 − 7|a|+ 3 ≤ 0
⇔

{
(|a|−1 − 1) · (2|a|−1 + 9) ≥ 0

(|a| − 2) · (2|a| − 1) ≤ 0
⇔

⇔

{
|a|−1 ≥ 1
1
2 ≤ |a| ≤ 3

⇔ 1
2 ≤ |a| ≤ 1 ⇔

[
1
2 ≤ a ≤ 1,
−1 ≤ a ≤ −1

2 .

Îòâåò: [−1;−1
2 ] ∪ [12 ; 1].

Ïðèìåð 28. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, áîëüøèå 1, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ íàèìåíüøåå èç äâóõ ÷èñåë b è c íå ìåíüøå −4, åñëè
b = log2

5 a− log5(25a4) + 1, a x = 9− loga(625a)− log2
a 5.
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Ðåøåíèå. Íàèìåíüøåå èç ÷èñåë b è c íå ìåíüøå −4 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êàæäîå èç íèõ íå ìåíüøå −4, ò.å. êîãäà{

b ≥ −4

c ≥ −4
⇔

{
log2

5 a− log5(25a4) + 1 ≥ −4

9− loga(625a)− log2
a 5 ≥ −4

⇔

⇔

{
log2

5 a− 4 log5 a+ 3 ≥ 0

log2
a +4 loga 5− 12 ≤ 0

⇔

{
(log5 a− 3) · (log5 a− 1) ≥ 0

(loga 5− 2) · (loga 5 + 6) ≤ 0
⇔

⇔


[

log5 a ≥ 3

log5 a ≤ 1.

loga 5 ≤ 2

⇔


[
a ≥ 125

1 < a ≤ 5

5 ≤ a2.

Òàê êàê a > 1, òî loga 5 + 6 > 0. Îêîí÷àòåëüíî èìååì
a ∈ [

√
5; 5] ∪ [125; +∞].

Îòâåò: a ∈ [
√

5; 5] ∪ [125; +∞].
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 18

Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ïîíÿòèå óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì è åãî ðåøåíèå.

2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè.

3. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè.

4. Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì:

à) (a3 − a2 − 4a+ 4)x = a− 1;

á) ax2 − (1− 2a)x+ a− 2 = 0;

â) (a2 + a− 2)x2 + (2a2 + a+ 3)x+ a2 − 1 = 0;

6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ

x2 − 6ax+ (2− 2a+ 9a2) = 0 áîëüøå 3?

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ x2−ax+ 2 = 0 ïðèíàä-
ëåæàò îòðåçêó [0;3]?

8. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
y = ax2 − 2x+ 7a ðàâíî 6?
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9. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå |õ + 4|+ |õ− 10|= à èìååò òîëüêî
äâà êîðíÿ?

10. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
|õ|+ |ó|= 4,
õ2+ ó2= à

èìååò 4 êîð-

íÿ?

11. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå
log2(4

õ+à) = õ èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ.

12. Äëÿ êàæäîãî a ðåøèòå óðàâíåíèå x+ 1 =
√
x2 + 2x+ a

Îòâåò: åñëè a = 1, òî x ∈ [−1;∞), åñëè a 6= 1, òî ðåøåíèé íåò.

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) (a2 − 1)x = a2 − a− 2;

á) x2 + (2a+ 4)x+ 8a+ 1 = 0.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 − 2x sin(x+ a) + 1 ïðè âñåõ a

Îòâåò: (1; π2 − 1 + 2πk), k ∈ Z; (−1; 1− π
2 + 2πn), n ∈ Z

3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

|x|10 + (a− 2|x|)5 + x2 − 2|x|+ a = 0 èìååò áîëåå òðåõ ðåøåíèé.
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4. Íàéòè ñóììó öåëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà à ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå(
a+ 2x− x2 + 19

)
(a− 3− |x− 4|) = 0 èìååò òðè êîðíÿ.

Îòâåò: ñóììà ðàâíà 8.

5. Äàíû äâà óðàâíåíèÿ: 2
√

(6p− 70)x+ 5p− 42 = p− 1− 4x (1) è

(1 + 2
p−11
p−15 )x = 28− 3x. (2)

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p 6= 15 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî ïðè óìíîæåíèè
÷èñëà ðàçëè÷íûõ êîðíåé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
êîðíåé âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî 0, 25(p − 7). Ðåøèòå
âòîðîå óðàâíåíèå ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, âûáðàííîì òà-
êèì îáðàçîì.

Îòâåò: x = 4.
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Íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè

1. Ïîíÿòèå íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðîì è åãî ðåøåíèå.
2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè.
3. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè.
4. Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Íåðàâåíñòâà, êîòîðûå èìåþò âèä ax > b, ax < b, ax ≥ b, ax ≤ b, ãäå a
è b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà èëè âûðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ,
x � íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè.

Ïðèíöèïû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðîì ñõîæè ñ ïðèí-
öèïàìè ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì.

Ñõåìà ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà ax > b

1. Åñëè a > 0, òî x > b
a .

2. Åñëè a < 0 0, òî x < b
a .

3. Åñëè a = 0, òî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä 0 · x > b. Ïðè b ≥ 0
íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé; ïðè b < 0 ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà áóäåò
ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî a(3x− 1) > 3x− 2.
Ðåøåíèå. a(3x− 1) > 3x− 2 çíà÷èò 3x(a− 1) > a− 2.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
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1. a = 1, ðåøåíèåì 0 · x > −1 ÿâëÿåòñÿ ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
2. a > 1, 3x(a− 1) > a− 2, çíà÷èò x > a− 2

3(a− 1).
3. a < 1, 3x(a− 1) > a− 2, çíà÷èò x < a− 2

3(a− 1).
Îòâåò: x > a− 2

3(a− 1) ïðè a > 1; x < a− 2
3(a− 1) ïðè a < 1;

x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïðè = 1.

Ñõåìà ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà α(a)x2+β(a)x+γ(a) ≤ (≥)0,
ãäå x - íåèçâåñòíîå; α(a), β(a), γ(a) - äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà èëè ôóíêöèè
îò ïàðàìåòðà, ïðè÷åì α(a) 6= 0.

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ïðè α(a) = 0.
2. Íàéòè äèñêðèìèíàíò è êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ñ÷èòàÿ, ÷òî

α(a) 6= 0; óêàçàòü çíàêè äèñêðèìèíàíòà â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà.
3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî, åñëè:

à)

{
α(a) > 0,
D > 0;

á)

{
α(a) > 0,
D = 0;

â)

{
α(a) > 0,
D < 0.

4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî, åñëè:

à)

{
α(a) < 0,
D > 0;

á)

{
α(a) < 0,
D = 0;

â)

{
α(a) < 0,
D < 0.

5. Çàïèñàòü îòâåò.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî (m− 1)x2 − 2(m+ 1)x+m− 3 > 0.
Ðåøåíèå.

1) m− 1 = 0⇒ m = 1 : −4x > 2⇒ x < −1
2 .
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m 6= 1;D1 = m2 + 2m+ 1−m2 +m+ 3m− 3 = 6m− 2. Çíàêè D1 :

Åñëè D1 ≥ 0, òî

[
x1 = m+1−

√
6m−2

m−1
x2 = m+1+

√
6m−2

m−1
, ïðè÷åì ïðè 1

3 < m < 1, x2 < x1.

2) à)


m > 1[
m > 1,
1
3 < m < 1.

⇒ m > 1, òîãäà

[
x > x2
x < x1

;

á)

{
m > 1

D ≤ 0
íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m.

3) a)

{
m < 1

D > 0
⇒ 1

3 < m < 1, òîãäà x ∈ (x2;x1);

á)

{
m < 1

D ≤ 0
⇒ m < 1

3 , òîãäà ðåøåíèé íåò.

Îòâåò: 1) m < 1
3 ðåøåíèé íåò;

2)

[
x > m+1+

√
6m−2

m−1
x < m+1−

√
6m−2

m−1
ïðè m > 1;
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3) 1
3 < m < 1, x ∈ (m+1+

√
6m−2

m−1 ; m+1−
√
6m−2

m−1 );
4) ïðè m = 1, x < −1

2 .

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî x2

m − 2x− x
m +m+ 1 > 0.

Ðåøåíèå.
1) m 6= 0.
2) m > 0 : x2 − 2mx− x+m2 +m > 0, x2 − (2m+ 1)x+m2 +m > 0.

D = 4m2 + 4m+ 1− 4m2 − 4m = 1, x1 = m,x2 = m+ 1 è
x ∈ (−∞;m) ∪ (m+ 1; +∞).

3) m < 0 : x2 − (2m+ 1)x+m2 +m < 0, òîãäà x ∈ (m;m+ 1).

Îòâåò: 1) ïðè m > 0, x ∈ (−∞;m) ∪ (m+ 1; +∞);

2) m < 0, x ∈ (m;m+ 1);

3) m = 0, ðåøåíèé íåò.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî (3k− 1)x2− 2(2k− 1)x+ 2k− 1 > 0

Ðåøåíèå.
1) (3k − 1) = 0, k = 1

3 : 2
3x >

1
3 , x >

1
2 .

2) D1 = −k(2k − 1), åñëè k 6= 1
3 ; Çíàêè D1 :
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êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ïðè D1 ≥ 0 è k 6= 1
3 :[

x1 = 2k−1−
√
D1

3k−1 x1 < x2, åñëè 1
3 < k < 1

2 ;

x2 = 2k−1+
√
D1

3k−1 x2 < x1, åñëè 0 < k < 1
3 .

3) à)

{
k > 1

3

D1 > 0
⇒ 1

3 < k < 1
2 , òîãäà

[
x < x1,

x > x2.

á)

{
k > 1

3

D1 = 0
⇒ k = 1

2 , òîãäà x ∈ R|x 6= 0;

â)

{
k > 1

3

D1 < 0
⇒ k > 1

2 , òîãäà x ∈ R.

4) à)

{
k < 1

3

D1 > 0
⇒ 0 < k < 1

3 , òîãäà x ∈ (x2;x1);

á)

{
k < 1

3

D1 ≤ 0
⇒ k ≤ 0 , òîãäà ðåøåíèé íåò.

Îòâåò: 1) ïðè k ≤ 0 ðåøåíèé íåò; 2) ïðè 0 < k < 1
3 x ∈ (x2;x1);

3) ïðè k = 1
3 x >

1
2 ; 4) ïðè

1
3 < k < 1

2 x ∈ (−∞;x1) ∪ (x2; +∞); 5) ïðè
k = 1

2 x ∈ R|x 6= 0; 6) ïðè k > 1
2 ⇒ x ∈ R.

Ïðèìåð 5. Íàéòè âñå a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî√
x2 − x− 2 +

√
2−x
x+4 ≥ ax+ 2−

√
x−1
5−x íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ðåøåíèå.
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1) ÎÄÇ:


x2 − x− 2 ≥ 0,
2−x
x+4 ≥ 0,
x+1
5−x ≥ 0


x ≤ −1, x ≥ 2,

−4 < x ≤ 2,

−1 ≤ x < 5

⇒ x ∈ {−1; 2},

ò.å. ÎÄÇ ñîñòîèò èç äâóõ çíà÷åíèé x.
2) Íàéäåì âñå a, ïðè êîòîðûõ x = −1 è x = 2 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

äàííîãî íåðàâåíñòâà.

2.1.

{
x = −1,

1 ≥ −a+ 2;

{
x = −1,

a ≥ 1.

2.2.

{
x = 2,

0 ≥ 2a+ 1;

{
x = 2,

a ≤ −1
2 .

Íåðàâåíñòâî èìååò ðåøåíèå ïðè a ∈ (−∞;−1
2 ] ∪ [1;∞).

3) Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèÿ ïðè a ∈ (−1
2 ; 1).

Ïðèìåð 6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ñèñòåìà íåðàâåíñòâ{
(y − x)2 − 3y + 2x+ a ≤ x,

y ≥ (x+ y)2 − x− 2y + a
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå.

1) Çàìåíèì äàííóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ íà ðàâíîñèëüíóþ åé:{
(y − x)2 + x− 3y + a ≤ 0,

(x+ y)2 − x− 3y + a ≤ 0
(*)

2) Çàìå÷àåì, ÷òî, åñëè ïàðà (x0; y0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû,
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òî è ïàðà (−x0; y0) - òàêæå åå ðåøåíèå. À òàê êàê òðåáóåòñÿ íàéòè âñå
a, ïðè êîòîðûõ ÑÍ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî x0 = −x0 èëè x0 =
0. Ïîëó÷èëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìåëà
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

3) Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì x = 0 è ðåøèì íåðàâåí-
ñòâî, êîòîðîìó áóäåò ðàâíîñèëüíà ñèñòåìà (*):

y2 − 3y + a ≤ 0

Ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ñëó÷àå, êîãäà
äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà åãî ëåâîé ÷àñòè ðàâåí íóëþ:
D = 9− 4a = 0; a = 9

4 .
4) Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî a = 9

4 - ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå, êîòîðî-
ìó äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ïàðàìåòð a, ÷òîáû èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìåëà
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

5) Ïðîâåðèì, äåéñòâèòåëüíî ëè ïðè a = 9
4 ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå:{
4(y − x)2 + 4x− 12y + 9 ≤ 0,

4(x+ y)2 − 4x− 12y + 9 ≤ 0;{
4y2 − 8xy + 4x2 + 4x− 12y + 9 ≤ 0,

4x2 + 8xy + 4y2 − 4x− 12x+ 9 ≤ 0.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ñëîæåíèÿ, ïîëó÷èì:
8y2 + 8x2 − 24y + 18 ≤ 0 èëè 4y2 − 24y + 9 + 4x2 ≤ 0 èëè
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(2y − 3)2 + 4x2 ≤ 0, ñëåäîâàòåëüíî, (2y − 3)2 + (2x)2 = 0 èëè{
2y − 3 = 0,

x = 0.

{
y = 3

2 ,

x = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèòåëüíî, ÑÍ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè
a = 9

4 .
Îòâåò: a = 9

4 .

Ïðèìåð 7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðà-
âåíñòâî

(log2 x+3
√
2·logx 2−5)−a

a−(2 sin
√
x−4−3) ≤ 0 íå èìååò ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: g(x) = 2 sin
√
x− 4− 3, x ≥ 4;

f(t) = t+ 3
√

2 · 1t − 5, ãäå t = log2 x ≥ 2, òàê êàê x ≥ 4(logx 2 = 1
t ).

Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä

f(t)−a
a−g(x) ≤ 0. (1)

Íåðàâåíñòâî (1) íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé, åñëè ïðè âñåõ x ≥ 4 áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

f(t)−a
a−g(x) > 0 ⇔


{
f(t)− a > 0

a− g(x) > 0{
f(t)− a < 0

a− g(x) < 0

⇔
[
g(x) < a < f(t),
f(t) < a < g(x).

(2)



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 438 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàäà÷à ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f è
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå f ìîæíî íàéòè
ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé è ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè

(a+ b ≥ 2
√
ab, a ≥ 0, b ≥ 0).

Ïåðâûé ñïîñîá:

f ′(t) = 1− 3
√

2 · 1
t2 = t2−

√
18

t2 = (t− 4
√
18)(t+ 4

√
18)

t2 .

Ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ â òî÷êå t0 = 4
√

18 > 4
√

16 = 2, îòðèöàòåëüíà
ïðè 2 < t < t0 è ïîëîæèòåëüíà ïðè t > t0 ïîýòîìó
fíàèì. = f(t0) = 4

√
18 + 3

√
2 · 1

4
√
18
− 5 = 2 4

√
18− 5.

Âòîðîé ñïîñîá:

f(t) ≥ 2

√
t · (3

√
2 · 1t )− 5 = 2

√
3
√

2− 5 = 2 4
√

18− 5.

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè q ðàâíî 2·1−3 = −1. Îíî äîñòèãàåòñÿ
â òîì ñëó÷àå, êîãäà sin

√
x− 4 = 1, íàïðèìåð, ïðè x = 4 + (π2 )2.

Ñðàâíèì òåïåðü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè g è íàèìåíüøåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè f . Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x ≥ 4

fíàèì. = 2 4
√

18− 5 > −1 = gíàèá.
Äåéñòâèòåëüíî, 2 4

√
18− 5 > −1⇔ 4

√
18 > 2⇔ 18 > 16.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (1) íå áóäåò èìåòü ðåøåíèé, åñëè a óäî-
âëåòâîðÿåò ïåðâîìó íåðàâåíñòâó ñîâîêóïíîñòè (2) (âòîðîå íåðàâåíñòâî
ñîâîêóïíîñòè (2) ðåøåíèé íå èìååò). Èìååì
gíàèá. = −1 < a < 2 4

√
18− 5 = fíàèì.

Ïðè x = 1 + (π2 )2 è a = −1 çíàìåíàòåëü èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ðàâåí
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íóëþ, ïîýòîìó ïðè a = −1 èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò.
Îòâåò: [−1; 2 4

√
18− 5).

Ïðèìåð 8. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ∈ (0; 1)
÷èñëî x = 1 íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó loga(2ax− 1 + 2a2) ≥ 1.
Ðåøåíèå. 1. ×èñëî x = 1 íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó, åñëè îíî

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
0 < a < 1,[

loga(2ax− 1 + 2a2) < 1,

2ax− 1 + 2a2 ≤ 0;

⇔


0 < a < 1,[

2ax− 1 + 2a2 > a,

2ax− 1 + 2a2 ≤ 0.

2. ×èñëî x = 1 íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ïðè a ∈ (0; 1), åñëè îíî
óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäíåé ñèñòåìå, òî åñòü åñëè

0 < a < 1,[
2a− 1 + 2a2 > a,

2ax− 1 + 2a2 ≤ 0;

⇔

⇔


0 < a < 1,[

(a+ 1) · (2a− 1) > 0,

(a+ 0, 5(
√

3 + 1)) · (2a− (
√

3− 1)) ≤ 0;

⇔

⇔
[

0 < a < 0, 5(
√

3− 1),
0, 5 < a < 1.
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Åñëè a ∈ (0; 0, 5(
√

3− 1)] ∪ (0, 5; 1), òî ÷èñëî x = 1 íå óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó.

Îòâåò. a ∈ (0; 0, 5(
√

3− 1)] ∪ (0, 5; 1).

Ïðèìåð 9. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
√

(a2−2a)x
a−2 <

√
a
a−2 .

Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{
(a2−2a)x
a−2 < a

a−2 ,
(a2−2a)x
a−2 ≥ 0;

⇔

{
(a−2)ax
a−2 < a

a−2 ,
(a−2)ax
a−2 ≥ 0;

⇔

{
ax < a

a−2 ,

ax ≥ 0.

1) Ïðè a = 0 ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

{
0 · x < 0,

0 · x ≥ −1.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà, à çíà÷èò è íåðàâåíñòâî ïðè a = 0, íå èìååò ðå-
øåíèé.

2) Åñëè a > 0, òî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

{
x < (a− 2)−1,

x ≥ 0,

êîòîðàÿ èìååò ðåøåíèÿ, åñëè

{
a > 0,

(a− 2)−1 > 0;
⇔ a > 2.

Èòàê, åñëè a > 2, òî ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ x ∈ [0; (a −
2)−1).. Åñëè 0 < a ≤ 2 (ïðè a > 0), òî íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé.

3) Åñëè a < 0, òî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

{
x > (a− 2)−1,

x ≤ 0,
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êîòîðàÿ èìååò ðåøåíèÿ, åñëè

{
a < 0,

(a− 2)−1 < 0;
⇔ a < 0.

Èòàê, åñëè a < 0, òî ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ x ∈ ((a −
2)−1; 0].

Èç 1)� 3) ñëåäóåò, îòâåò.
Îòâåò. Åñëè a ∈ (−∞; 0), òî x ∈ ((a−2)−1; 0]; åñëè a ∈ [0; 2], òî x ∈ �;

åñëè a ∈ (2;∞), òî x ∈ [0; (a− 2)−1).
Ïðèìåð 10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ
Ðåøåíèå. Èìååì

|x− 3a| ≥ 2− ax⇔
[
x− 3a ≤ ax− 2,
x− 3a ≥ 2− ax;

⇔
[

(1− a)x ≤ 3a− 2,
(1 + a)x ≥ 2 + 3a.

Ðåøåíèå ñîâîêóïíîñòè, à çíà÷èò è íåðàâåíñòâà, ìîæåò áûòü îáúåäè-
íåíèå äâóõ ïðîìåæóòêîâ, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ïóñòî òîëüêî â ñëó÷àå,
åñëè (1− a) · (1 + a) > 0.

1. Ïóñòü

{
1− a > 0,

1 + a > 0.
⇔ −1 < a < 1.

Åñëè a ∈ (−1; 1), òî ñîâîêóïíîñòü, à çíà÷èò è íåðàâåíñòâî, ðàâíî-
ñèëüíî ñîâîêóïíîñòè[

x ≤ (3a− 2) · (1− a)−1,
x ≥ (3a+ 2) · (1 + a)−1.

Ïóñòü x1 = (3a − 2) · (1 − a)−1 è x2 = (3a + 2) · (1 + a)−1. Ðåøåíèåì
ñîâîêóïíîñòè, à çíà÷èò è íåðàâåíñòâà, ïðè a ∈ (−1; 1), ÿâëÿåòñÿ ìíî-



Êàôåäðà
ìåòîäèêè

ïðåïîäàâàíèÿ

ìàòåìàòèêè è

èíôîðìàòèêè

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

Èòîãîâûé òåñò

J I

Ñòðàíèöà 442 èç 460

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

æåñòâî (−∞;x1]∪ [x2;∞). Ïåðåñå÷åíèåì ïðîìåæóòêîâ (−∞;x1], [x2;∞)
ïðè a ∈ (−1; 1) ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, åñëè{

−1 < a < 1,

x2 > x1;
⇔

{
−1 < a < 1,
3a+2
1+a >

3a−2
1−a ;

⇔

{
−1 < a < 1,

6a2−4
(1−a)·(1+a) < 0

⇔

⇔ −
√

2
3 < a <

√
2
3 .

Èòàê, åñëè a ∈ (−
√

2
3 ;
√

2
3), òî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåíñòâà ÿâ-

ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå äâóõ ïðîìåæóòêîâ, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ïóñòî.
×èñëî x = 0 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (−∞;x1] ∪ [x2;∞) åñëè

−
√

2
3 < a <

√
2
3 ,[

0 ≤ x1,

0 ≥ x2;

⇔


−
√

2
3 < a <

√
2
3 ,[

3a−2
1−a ≥ 0,
3a+2
1+a ≤ 0;

⇔

⇔


−
√

2
3 < a <

√
2
3 ,[

2
3 ≤ a < 1,

−1 < a ≤ −2
3 ;

⇔

 2
3 ≤ a <

√
2
3 ,√

2
3 < a− 2

3 .

Èòàê, åñëè a ∈ (−
√

2
3 ;−2

3 ]∪[23 ;
√

2
3), òî x = 0 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

(−∞;x1] ∪ [x2;∞).

2. Ïóñòü

{
1− a < 0,

1 + a < 0.
⇔

{
a > 1,

a < −1.
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Òàê êàê ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, òî íåâîçìîæåí ñëó÷àé,
êîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè õ â ñîâîêóïíîñòè îäíîâðåìåííî îòðèöàòåëü-
íûå.
Îòâåò. a ∈ (−

√
2
3 ;
√

2
3); a ∈ (−

√
2
3 ;−2

3 ] ∪ [23 ;
√

2
3).
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Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå 19

Êîíòðîëüíî-îáó÷àþùèå âîïðîñû è çàäàíèÿ

1. Ïîíÿòèå íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðîì è åãî ðåøåíèå.

2. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè.

3. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè.

4. Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâà:

à) ax2 − 2(a2 − 3)x− 12a ≥ 0.

Îòâåò: ïðè 1) a < 0 x ∈
[
2a;−6

a

]
; 2) a = 0 x ≥ 0;

3) a > 0 x ∈ (−∞;−6
0 ] ∪ [2a; +∞).

á) ax2 − 2ax− 3 ≤ 0.

Îòâåò: ïðè 1) a < −3 x ∈ (−∞;x2]∪ [x1; +∞); 2)− 3 ≤ a ≤ 0x ∈ R;

â) x2 − 8ax < −15a2;

Îòâåò: 1) ïðè a < 0, x ∈ (5a; 3a); 2) ïðè a > 0, x ∈ (3a; 5a); 3) ïðè
a = 0 ðåøåíèé íåò.

ã) 3(a+ 1)x2 − 6(a2 + a+ 1)x+ 7(a3 − 1) < 0.
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6. Ïðè êàêèõ a > 0 ñèñòåìà íåðàâåíñòâ íå èìååò ðåøåíèÿ{
(x+ y + a)2 + (x− y − a)2 ≤ (a− 1)2,

(x+ y − 2a)2 + (x− y + 3a)2 ≤ (8a− 5)2

Óêàçàíèå: ïðèâåäèòå êàæäîå íåðàâåíñòâî ê âèäó

(x − x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ r2, è ðåøèòå íåðàâåíñòâî O1O2 > r1 + r2,
ãäå O1O2 - ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êðóãîâ, êîòîðûå çàäàþò
íåðàâåíñòâà, r1 è r2 - ðàäèóñû ýòèõ êðóãîâ.

7. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ{
(x− a)(ax− 2a− 3) ≥ 0,

ax ≥ 4
íå èìååò ðåøåíèÿ.

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå äàííóþ ñèñòåìó äëÿ a = 0, a > 0, a < 0,
èñïîëüçóÿ äëÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû ìåòîä èíòåðâàëîâ.

8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ

à)

{
|x+ 2| ≤ 0,
|3x+ 6a| ≥ 4;

á)

{
|x+ 2| ≥ 0,
|3x+ 6a| ≤ 4

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå.

Îòâåò. à) a = 10
9 ; á) a ∈ �.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà: à) (a− 1)x ≤ a2 − 1; á) 3x− a > ax− 2;

â) (a− 1)x− 2a+ 3 ≥ 0; ã) ax− 2b < bx+ 2a.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

1)

√
(a2 + 5a)x

a+ 5
<

√
a

a+ 5
; 2)

√
(a2 + 5a)x

a+ 5
>

√
a

a+ 5
;

Îòâåòû:

1) Åñëè a ∈ (−∞; −5), òî x ∈((a+ 5)−1 ; 0]; åñëè a ∈ [−5; 0],

òî x ∈ �; åñëè a ∈ (0; ∞), òî x ∈[0; (a+ 5)−1).

2) Åñëè a ∈ (−∞; −5), òî x ∈
(
−∞; (a+ 5)−1

)
; åñëè a ∈ [−5; 0],

òî x ∈�; åñëè a ∈ (0; ∞), òî x ∈
(

(a+ 5)−1 ; ∞
)
.

3. Ðåøèòå ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ:

1.

{
x ≥ 2a− 1,
x < 3.

2.

[
x ≥ 2a− 1,
x < 3.

3.

{
x ≥ 3a− 1,
x ≤ 2.

4.

[
x ≥ 3a− 1,
x ≤ 2.
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5.

{
x > 2a− 1,
x ≥ a+ 5.

6.

[
x > 2a− 1,
x ≥ a+ 5.

7.

{
(a+ 2)x ≥ a2 + 2a,
x < −3.

Îòâåòû:

1. Åñëè 0 < 2, òî x ∈[2a− 1; 3); åñëè 0 ≥ 2, òî x ∈�.
2. Åñëè 0 ≤ 2, òî x ∈ R; åñëè 0 > 2, òî x ∈(−∞; 3) ∪ [2a− 1; ∞).

3. Åñëè 0 < 1, òî x ∈[3a− 1; 2]; åñëè a = 1, òî x = 2; åñëè a > 1,

òî x ∈�.
4. Åñëè 0 ≤ 1, òî x ∈ R; åñëè a > 1, òî x ∈(−∞; 2] ∪ [3a− 1; ∞).

5. Åñëè a < 6, òî x ∈[0 + 5;∞); åñëè a ≥ 6, òî x ∈(2a− 1;∞).

6. Åñëè a < 6, òî x ∈(2a− 1;∞); åñëè a ≥ 6, òî x ∈[0 + 5;∞).

7. Åñëèa < −3, òî x ∈(−∞; a]; åñëè −3 ≤ a ≤ −2, òî x ∈
(−∞; −3); åñëè a > −2, òî x ∈�.

4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

(x− a− 2)
√
x+ 2a < 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ õ, òàêèõ, ÷òî

−1 ≤ x ≤ 2.

Îòâåò. a > 0, 5.
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5. Îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ∈ (0; 1) ÷èñëî

E = 1 íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó loga(2ax− 1 + 2a2) ≥ 1

Îòâåò. a ∈ (0; 0, 5(
√

3− 1)] ∪ (0, 5; 1).
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Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà (íóëåâîé âàðèàíò)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 2n > 2n+ 1 íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

2. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïÿòûé ÷ëåí ðàâåí 2, âîñüìîé ðàâåí
16. Íàéòè ñóììó ïåðâûõ äåñÿòè ÷ëåíîâ.

3. ×èñëî 73 ðàçäåëèëè íà íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ïîëó÷èëè,
÷òî íåïîëíîå ÷àñòíîå íà 3 áîëüøå äåëèòåëÿ, à îñòàòîê íà 7 ìåíüøå
íåïîëíîãî ÷àñòíîãî. Íàéäèòå äåëèòåëü.

4. Óïðîñòèòå:
√

17− 12
√

2 · (6 + 4
√

2).

5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 7
√
x2−6x+9
3−x − 3

√
x2+2x+1
x+1 + −20x−4x2−24√

−5x−6−x2 .

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x2 + x2

(x+1)2 = 1.

7. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
3x2 − 5xy + 2y2 = 0,

x2 + 4xy − 3y2 = 1.

8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
√
2−x+4x−3

x ≥ 2.
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Âîïðîñû è ïðèìåðíûå çàäàíèÿ ê ýêçàìåíó

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

1. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîëíàÿ è íåïîëíàÿ èíäóêöèè. Ìå-
òîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

2. ×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è èõ ñâîéñòâà. Àðèôìåòè÷åñêàÿ è
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèè. Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ è åå ñóììà.

3. Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë è åãî ñâîéñòâà.

4. Äåëèìîñòü ÷èñåë. Òåîðåìû î äåëèìîñòè.

5. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è åãî ñâîéñòâà. Ïîíÿòèå èððà-
öèîíàëüíîãî ÷èñëà. Ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà â âèäå
äåñÿòè÷íîé äðîáè.

6. Ìíîãî÷ëåíû è èõ ñâîéñòâà.

7. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé.

8. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èððàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé.

9. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ
âûðàæåíèé íà ìíîæåñòâå.
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10. Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâ.

11. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî íåðàâåíñòâà. Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåðàâåíñòâ.

12. Îñíîâíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ.

13. Óðàâíåíèå. Êîðíè óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ-ñëåäñòâèÿ è ðàâíîñèëü-
íûå óðàâíåíèÿ. Òåîðåìû î ðàâíîñèëüíûõ óðàâíåíèÿõ.

14. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

15. Íåðàâåíñòâà ñ ïåðåìåííûìè. Îïðåäåëåíèå íåðàâåíñòâà ñ îäíîé ïå-
ðåìåííîé. Òåîðåìû î ðàâíîñèëüíûõ íåðàâåíñòâàõ.

16. Ðåøåíèå ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ ìî-
äóëÿ ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ. Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà

|a+ b| ≤ |a|+ |b|.

17. Ìåòîä èíòåðâàëîâ ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ.

18. Ìåòîäû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Ìåòî-
äû ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ìåòîäû íåðàâíîñèëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Ñïåöèôè÷åñêèå ïðèåìû ðåøåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è íåðàâåíñòâ.
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19. Ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Îïðåäåëåíèÿ ñè-
ñòåìû è ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, à òàêæå èõ ðåøåíèé.

20. Òåîðåìû î ðàâíîñèëüíîñòè ñèñòåì è èõ äîêàçàòåëüñòâà.

21. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ óðàâíå-
íèé.

22. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè. Ïðèí-
öèïû ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

23. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òåêñòîâûõ çàäà÷ íà âñòðå÷íîå äâèæåíèå è
äâèæåíèå â îäíîì íàïðàâëåíèè.

24. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è íà ñîâìåñòíóþ ðàáîòó.

25. Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ
âûðàæåíèé.

26. Ïðèåìû ðåøåíèÿ ïîêàçàòåëüíûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé è
íåðàâåíñòâ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

27. Ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèé ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

28. Ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è èõ
ñèñòåì.
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29. Ïîíÿòèå óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì è åãî ðåøåíèå. Ìåòîäû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðàìè. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ
ïàðàìåòðàìè. Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

30. Ïîíÿòèå íåðàâåíñòâà ñ ïàðàìåòðîì è åãî ðåøåíèå. Ìåòîäû ðåøåíèÿ
íåðàâåíñòâ ñ ïàðàìåòðàìè. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ
ïàðàìåòðàìè. Èñïîëüçîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ÷èñëî 52n+1 + 1
...6.

2. Äîêàæèòå, ÷òî 1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
√

2 ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.

4. Âû÷èñëèòå áåç êàëüêóëÿòîðà:
√

242 064.

5. Óïðîñòèòå: 3√
7−2 + 2√

7−3 .

6. Ïðè äåëåíèè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà 3 â îñòàòêå ïîëó÷àåòñÿ 2.
×åìó ðàâåí îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà n2 + 5n íà 9?

7. Óïðîñòèòå: 5log
√
5 4−log5 2+2 log25 3;

8. Óïðîñòèòå: lg tg 1◦ · lg tg 2◦ · lg tg 3◦ · . . . · lg tg 88◦ · lg tg 89◦.

9. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 3 lg 2+3 lg 5
lg 13−lg 130 .
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10. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 7
√
x2−6x+9
3−x − 3

√
x2+2x+1
x+1 +

√
−20x−4x2−24√
−5x−6−x2 .

11. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: ( 2a
2a+b −

4a2

4a2+4ab+b2 ) + ( 2a
4a2−b2 + 1

b−2a) + 8a2

2a+b = 2a

12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (a+ b+ c)2 ≤ 3

(
a2 + b2 + c2

)
.

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0, d ≥ 0, òî âåðíî íåðàâåí-
ñòâî √

(a+ c) (b+ d) ≥
√
ab+

√
cd.

14. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x2 · 3x−1 + x (3x − 2x) = 2
(
2x − 3x−1

)
.

15. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå
(
1
9

)õ− 6
(
1
3

)õ
= a â çàâèñèìîñòè îò

ïàðàìåòðà a?

16. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
√

9õ2+7õ− 6= −2x.

17. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{√
x+ y = 7,
√
x− y = 8.

18. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

{
x3 + 2yx3 = 24,

y − 3yx3 = −23.

19. Íàéäèòå ñóììó öåëûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà: (x2−11x+28)(x+5)2

x5−6x+8 ≤ 0.
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20. Ïåðâóþ ÷åòâåðòü ïóòè ïîåçä äâèãàëñÿ ñî ñêîðîñòüþ 80 êì\÷, à îñòàâ-
øóþñÿ ÷àñòü � ñî ñêîðîñòüþ 60 êì\÷. Êàêîâà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ ïîåçäà íà âñåì ïóòè?

21. Ïåðâàÿ áðèãàäà âûïîëíÿåò îïðåäåëåííóþ ðàáîòó çà 4 äíÿ, à âòî-
ðàÿ � çà 6 äíåé. Çà êàêîå âðåìÿ âûïîëíÿò ýòó ðàáîòó äâå áðèãàäû,
ðàáîòàÿ âìåñòå?

22. Èç öèñòåðíû îòëèëè 20% áåíçèíà, à çàòåì ïîëîâèíó îñòàâøåãîñÿ
êîëè÷åñòâà. Â ðåçóëüòàòå â öèñòåðíå îñòàëîñü 18 ò áåíçèíà. Ñêîëüêî
òîíí áåíçèíà áûëî â öèñòåðíå ïåðâîíà÷àëüíî?

23. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
y = ax2 − 2x+ 7a ðàâíî 6?

24. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
|x|+ |y| = 4,

x2 + y2 = a.
èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ?

25. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 4
√

1− x2 + 6
√
x4 − 1 < 2x − log2

(
1 + x4

)
.

26. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2x = 6− x.

27. Òðåõçíà÷íîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ öèôðîé 3. Åñëè ýòó öèôðó ïåðåíå-
ñòè âëåâî (ò.å. ïîìåñòèòü â íà÷àëå), òî íîâîå ÷èñëî áóäåò íà åäèíèöó
áîëüøå óòðîåííîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ÷èñëà. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.
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28. Îò Ìîñêâû äî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà 650 êì. Ïàññàæèðñêèé ïîåçä ïðî-
õîäèò ýòî ðàññòîÿíèå íà 12 ÷. áûñòðåå òîâàðíîãî, òàê êàê åãî ñêî-
ðîñòü íà 24 êì/÷ áîëüøå. Êàêîâà ñêîðîñòü êàæäîãî ïîåçäà?
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